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Sur les 401 pages suivarngesiets a la disposition de tous ( en particules étudiant
préparant le concours d’entrée troisieme année a I'Ecole Nationale Supérieurlteachnique de
Yaoundé) les exercices corrigés de physique postania partie MECANIQUE

Je vous demande de bien lire la question, de l&#aahir avant de chercher la solution proposée.

Toute critique est attendueslhu06@yahoo.fou au +237 97 47 64 89
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ensemble de deux ressorts en rotation

Un point matériel M de masse m est attaché auextés de deux ressorts de méme caractéristis
raideur Kk, longueur a videg)] enfilés sur une tringle OA de longueur L et xéspectivement en O et
en A.

On repere la position de M par X, distance OM.rirggte OA est fixe.
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Position Mo du point M a I'équilibre : OMg = Xo.

Le systeme étudié est le solide ponctuel M ;tisesimis a son poids, aux tensions des ressaits et
I'action de la tige OA.

Les ressorts sont supposeés étre étires.

A I'équilibre la somme vectorielle des forces agten
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Projetons chaque force sur OA, orienté de O vers A
poids : mg co® ; action de la tige : O ; tension T' : k(k-bg) ; tension T : -k(¥-1o)
d'ou : mg co®x + k(L-Xo-lp) -K(Xo-1o) =0
mg cosa +kL-2kxg =0

Xo = %2 [L+ mg cosa / K].

Equation différentielle du mouvement:

Le point M étant a I'équilibre, on I'écarte d'unepitude »,a{>Xo) et on le lache sans vitesse initiale
Ecrire la seconde loi de Newton sur I'axe OA, déate O vers Agrigine My :
On note la position M= x a une date t quelconque.
poids : mg co® ; action de la tige : O ; tension T' : k(k-x-lp) ; tension T : -k(¥+x-lp) avec x>0.
d'ou : mg cosx + K(L-Xg-x-lg) -k(Xo+X-lg) =mx"
mg cosa +kL-2kxg -2kx = mx"
Or mg cosx +kL-2kxo =0 d'ou mx"+ 2kx=0
X" +2k/m x =0.

Expression de x(t):

Il s'agit d'un oscillateur non amorti de pulsation=[2k/m]”.

X(t) = Xmax COS(txt)

La tringle OA tourne a présent autour de I'axei@rivec une vitesse de rotation constante

Nouvelle position d'équilibre X :
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xsino

Projection de la somme vectorielle des forces suaxe perpendiculaire a O/

R= mq sim.

Le mouvement est circulaire uniforme de in MH = x; sina ; I'accélération est centripéete dirigée
M vers H.

La valeur de l'accélération e &’ MH = w?; sina.

La seconde loi de Newton s'écrit suivant N

-R cost + Tsim - T'sim = m oy Sina.

-mgco®t + T - T'= mw?Xy.

-mgcost + k(xi-lg) - k(L-x1-lg)= m wX;.

-mgcost + 2kx-kL=m w’X;.

x1 [ 2k-m of]= mgcosi+kL

X1 = ( mgcosi+kL) / [ 2k-m «f].

Problemes a un degre de libe

@deux ressorts verticaux

@pendule asymeétrique

@oscillateur de Landau
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@ deux ressorts verticaux

J

oL

VWY

=
les vecteurs sont écrits en gras et en bleu.

Un solide de masse m est fixée a 2 ressorts vextida raideur k et dengueur a videy. Le mobile
est astreint a des déplacements suivant la vestitalposition du centre de gravité du solide &3ére
par la cote z. Dans un premier temps on négliggdtements

1. Exprimer les énergies potentielles en fonction de z. Préciser les origines choisies.

2. Etablir I'équation différentielle avec la variable z..

- A'l'instant initial on lache le mobile a partir de la position z=%l,. Déterminer I'expression de z(t).
- La période du mouvement est-elle modifiée si on part de 0,25 |, ?

3. Exprimer les forces s'exercant sur le mobile en fonction de z ; retrouver la condition d'équilibre.
- Etablir I'équation différentielle vérifiée par z.

4. Ontient compte des frottements en plagant le dispositif dans un fluide visqueux de coefficient de
viscosité n, qui exerce une force de freinage du type F=-611n r v. Comment est modifiée I'équation
différentielle ? La position d'équilibre est-elle changée ?

5. La période des oscillations dans I'air est T, et la pseudopériode dans un liquide est T. Etablir
I'expression de la viscosité n du liquide en fonction de Ty, T et des caractéristiques de la sphére.

corrigé

étude énergétique de l'oscillateur ( sans frottement) :

énergie potentielle de pesanteur : (origine z=03
énergie potentielle élastig, ressort inférieur : ¥ak-lg)%
ressort supérieur : 2k(2L-g).
énergie potentielle totale ,= mgz + ¥k(z-d)™+ ¥k(2L-z-lo)°.

Lespositions d'équilibre corespondent aux extrémumi&dergie potentiel : dériver E par rapport
z et rechercher levaleurs de z qui annulint cette déri\
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dE/dz = mg + K(z4) -K(2L-z-lo) = mg+2kz-2kL=0

d'otZgqui = L-mg/ (2K)

absence de frottement, donc I'énergie mécaniguerserve

énergie cinétique = ¥amv2ukca= Byt Ecinetique
Emeca=mMgz + Yek(z4)*+ ¥ak(2L-z-b)? + Yamv2
dériver par rapport au temps :
0= mgz' +k(z+4)z'-k(2L-z-lp)z' +mvV'
or v'=z"; v=z' et en divisant chaque terme pdmweint : mg +2kz-2kL+mz"=0
7"+2k/m z = 2kL/m-g (1) avecuwy®= 2k/m

solution de cette éauation différentielle

solution particuliere de (1) : z(t) = L-gm/(2Kk)
solution générale de zt#?z=0 : z(t) = A coxt)
solution générale de (1) : z(t) = A cagl) + L-gm/(2k)

Comment trouver 2 : a l'instant initial la position esg z ¥2L

d'ou : ¥2L= A+L-gm/(2k) ; A= - Y2L+gm/(2k);
z(t) = (- Y2L+gm/(2k)] cosfot) + L-gm/(2K)
I'équation différentielle (1) est homogeéne, la pée To =217 wy, est donc indépendante de la position

initiale.

Inventaire des forces : n ,vecteur unitaire de |'axe z.

tension exercée par le ressort inférieur, vertjoates le bas ( hypothése : ce ressort n'est pas
comprimé) T, = -k(z-l)n

tension exercée par le ressort du haut, vertivals, le haut T, = k(2L-z-lp)n

poids, verticale, vers le ba®= - mgn
A I'équilibre la somme des forces s'exercant sspleere est nulle : -k&ui-lo) + k(2L-Z qui-lo) -mg=0

S0itZ ¢qui= L-mg / (2k)
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La relation fondamentale de la dynamique dorT; +T, +P= = ma.
en projection sur l'axe z-k(z-lp) + k(2L-z-k) -mg = mz'
mz" + 2kz = m¢-2kL ou z" + 2k/m z = @2kL/m

On tien compte de la force de frotten :F=-6rtn rv.

T1+T,+P + F=ma.
en projection sur l'axe z-k(z-lp) + k(2L-z-b) -mg -6tnr z' = mz"
la position d'équilibre est obtenue en annulantaex termes en z' et 2", d'c
-K(zsqurlo) + k(2L-Zsqurlo) -mg =0 soitZ ¢qi= L-mg / (2K.
Les frottements fluides ne modifient pas la positi®quilibre, contrairement aux frottements sal.

équation différentiell : mz"+ 6tn r z' + 2kz = m¢-2kL

z"+ 61N r/m z' + 2k/im z = ¢2kL/m . On posex? = 2k/m et\ =3rtn r/m
7" +2\ '+ w?z = g -2kL/m
équation sans second membz" +2\ z'+ o’z =0
écquation caractéristique2 +2\ x+ wy>=0 : discriminant A= 4\2-4ay’
si A négatif, régime oscillatoire amorti de période T/w avecw 2= wy*-A?
Soit 41t/ T2 =417/ To? - \?
N = ATP(UT? -1/T?) ;A = 2m(L/Te? -1/T? )™

Or A =3rtn r/m d'oti :n = 2m /(3r)(1/ 5 -1/T?)™

@pendule asymétrique
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Un objet, de masse m est fixé sur une tige tres&yé@golidaire d'un cylindre de masse néglige&ixe.
cylindre, de rayon R, peut tourner sans frottenaebut d'un axe horizontal. Un fil de masse
négligeable est enroulé sur le cylindre. Lorsqueylmdre tourne d'un angl la masse M se déplace
verticalement vers le bas jusqu' a la cote z.. @ned que le systeme constitué par les deux masses m
et M est conservatif.

1. Le fil est inextensible, éccrire une relation entre R, 0 et z si les deux masses sont a la méme altitude
lorsque 0 =0.

2. En déduire I'énergie cinétique E. du systéme constitué par les deux masses en fonction de m, M, | et
0 '=d6/dt..

- Montrer que I'énergie potentielle E, peut s'exprimer en fonction de la seule variable 6.

3. Sila masse M dépasse une certaine valeur My, on constate qu'il n'existe plus de position d'équilibre.
Exprimer Mg en fonction de m, | et R.

4. Dans la suite M est inférieure a My. Montrer qu'il existe deux positions d'équilibre 6., et 6., .

- Discuter de la stabilité de ces positions d'équilibre.

5. Au voisinage de ces positions d'équilibre on peut approximer I'énergie potentielle E,(0) par E,(0)=
Eo+C(0-6.)%. Justifier cette approximation, expliciter la constante C et donner son signe pour chaque
position d'équilibre.

6. Etablir I'équation du mouvement en supposant que la position angulaire initiale est proche de 8., puis
de B.,. Justifier a nouveau le caractére stable ou instable de ces positions d'équilibre.

7. Le systéme est placée dans la position 8=0. Les masses sont lachées sans vitesse initiale a la date t=0.
La figure 2 ci-dessus représente les trajectoires de phases pour I=50 cm, R= 5cm, m=100g et pour trois
valeurs différentes de M, a savoir M=650g, 720g, 800 g. Associer a chaque valeur de M la trajectoire
correspondante et préciser son sens de parcours. Justifier a partir du graphe E,(0).

- Comment choisir M pour obtenir des trajectoires fermées en partant de ces conditions initiales.

corrigé

les vecteurs sont écrits en gras et en bleu.

Si I'angled passe de zéro a une valeur positive, le cylimiente d'un angl8 et le fil inextensible se
déroule d'une longueurtR alors la masse M descend de la valear RO avech en radians.

L'énergie cinétique de I'ensemble ( masse m eterdyest la somme de I'énergie cinétique de ch
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masse :
YoMy = YaM(dz/dt)?2 =YaMR(de/dt)? ; Yomv2 = YamF(de/dt)>.
E. = %(MR +ml?)(de/dt)*
énergie potentielle de pesanteur ( origied et z=0)
-Mgz : la masse M descend quand la masse m s'éléve
+mg | ( 1-co8) soitE, = -MgRO + mg | ( 1-co8).

recherche des positions d'équilibr@ériver I'énergie potentielle par rappo#f puis chercher les
valeurs deéb qui annule cette dérivée.

dEy/d8 = -MgR + mg | si® =0 soit -MgR + mg | sié =0
sin® = MR/(ml) ; il y a une (des) solution(s) si MR/(ndst inférieur ou égal a un.
d'ou la valeur maximale de MM o=ml/R.
Danas la mesure ou M<gMilors il y a deux solutions a I'équation 8ir MR/(ml)

0 e1 = sin (MR/(mI)=sin*(M/M) et8 «, = -6 &, .( ces deux positions d'équilibre sont situéesasur
méme verticale)

stabilité de I'équilibre recherche du signe de la dérivée secondgdffE= mglcos$.

si @ appartient a [0 ; ¥ alors co® >0 et d2E/dB 2 >0, équilibre stable correspondaré & .

Si @ appartient a [#%; 1] alors co® <0 et d?E/d6 2 <0, equilibre instable correspondaré &

développement limité au 2éme ordre de I'expression de I'énergie potentielle au voisinage d'une position
d'équilibre :

f (a+h) =f(a) + h(f '(a)+ ¥2h2 f " (@vec a B, et a+h=06 d'ot h =6 -6,
En(6)= Ep(Be) + (B -05)f * (Be) + Y48 -0e)2 1 (Be)
Or f' (Be) =0 ( condition d'équilibre) et f '8¢) = d2E,(6¢)/d6 2 = mglco$.
d'ou E,(6) voisin de :Ey(6e) + %2 d?E(6)/d6 2 (6 -6¢)? soit C= 2d2E,(6,)/db 2
C1 = 2 mgl co8e1 = 2 mgl (1-sin®e1)=2mgl ((1-M2/Mg2?) * positif

C, =2 mgl co8e2 =2 mgl cos(t—0e1)= - 2 mgl coBe; ; Négatif
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Expression de |'énergie mécanique au voisinage d'une position d'équilibre :

E= E+ E, = %(MRE +mP)(de/dt)y*+ Ey(Be) + Y2 d2E(B:)/dO 2 (8 -8¢)2 = constante
Y(MR? +mP?) 8 2+ E(8) + C (B -6¢)2 = constante
dériver par rapport au temps : 0 = (RMRN) ' 6" +2C(6 -6, 6 *
donned '=0 etd " + 2C/(MR? +mF?) 8 = 2C/(MR? +ml?) ..

pourd =6, : C=C;>0, on posex?= 2C/(MR? +mP)

d'ou :0" + w? 0 = t? Ber.
solution du type 6 = 81 + Acos (ot + ¢) ;
0 reste dans l'intervallede + A ; 6. - A] on reste autour de la position d'équiliBee

pourd =0, : C=C,<0, on posex?= - 2G/(MR? +ml?)

d'ou :0" - t? 0 = —y? Be2

solution du type 8 = B¢, + Aexp(ut) +B exp(ext) ; A et B ne peuvent s'annuler simultanémentet e
conséquence - B, diverge au cours du temps comme exp( Equilibre instable.

I'énergie potentielle initiale des deux masse est nulle ; I'énergie cinétique initiale est nulle ; donc I'énergie
mécanique initiale est nulle. d'autre part, d'apres la figure 2, I'énergie potentielle admet un maxima relatif
pourB8=0,,:

Deux cas sont alors possibles :

Ep®e2) >0 : I'énergie cinétique du systéme s'annule pawangled; compris entre 0 é, . Le
systeme est confiné entre deux barrieres de pet®ntD etb =06;. (courbe 1)

Ep®e2) <0 : I'énergie cinétigue du systeme ne s'anpasepoud = 6., . L'angle dépasse la valeur
B.0uis le systeme effectue ensuite des révolutiaasirbe 3)

La valeur critique Mde la masse M qui détermine le passage d'unetwag de phase fermée a une
trajectoire ouverte est solution de I'équationggp( =0

soit 0 = -MRBe2 + m | ( 1-c08ey) avec sirbe; = M/Mg et My = mI/R
—MBe2 + Mg ( 1-c09e2) =0 ou bien : ( 1-cdk) =02 SN .
SiN2(¥Be2)= Be2 SIN (YBe) COS(YBe2)

tan (YBe2) = B2 SOItO= 2,331.
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M= Mo sin 2,331 0,724 kg
@oscillateur de Landau

& five

k., L, longuenr 4 vide

o x{1) M

M est un solide de petites dimensions de massecmaehé a un ressort ( masse négligeabl:
raideur k, de longueur a vide. L'autre extrémité du ressort est fxe en A. M putlisser san
frottement sur la tige horizontale Ol

1. Exprimer I'énergie potentielle élastique du systéme en prenannt Ej gjastique = 0 €n x =0.

2. Rechercher des positions d'équilibre.
- Distinguer différents cas suivant la valeur de do. Donner alors I'allure de E, ¢jastique €0 fOnction de x
- Tracer sur un graphique en trait plein les positions d'équilibre stable en fonction de dy, et en trait
pointillé les positions d'équilibre instable.

3. Exprimer la pulsation propre des oscillations de faible amplitude autour des positions d'équilibre
stable en fonction de dg, Lo, k et m en supposant d, différent de L,.

4. Sidg =Ly exprimer la période des petites oscillations . Cet oscillateur est-il harmonique ?

corrigé

Energie potentielle élastique du systeme : E, ¢lastique = %k(L-Lo)* avec L2= dg2+x2
I'énergie potentielle de pesanteur de la masssastante car elle se déplace sur un plan horiz

positions d'équilibre

dériver I'énergie potentielle par rapport a laafale x et rechercher les valeurs de x qui annige
dérivée.

dEp, élastique/dX = K(L-Lo)x / L =0

d'ou x=0 et L=ly soit d?+x2 = L2 soit x2= Lg? -dy?2 ce qui impose ¢>d, ( sinon il n'y a qu'une seu
solution x=0)

stabilité de I'équilibre x=0 et Lg<dy

recherche du signe de la dérivée seconde : podeil-Lo)x et v=L

u'= kx?/L+k(L-Lo) ; v'= X/L puis (u'v-v'u)/ v2
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d2E,, glastiqud/dX? = kx?/L2 + K(L-Lo)/L -x2/L3 k(L-Lo)

pour x=0, d2E glastiqud dx2 =k(L-Lo)/L =(do-L)/dp. positive, donc équilibre stable

second casLo>dy; x:=0 et %= (Lo? -dp? ) * et %= -(Le? -d2 ) ** .
pour x =0, la dérivée seconde est cette fois néggatquilibre instable.
pour x= (lg? -d? ) **:
02E,, slastiqud X2 = K(Lo? -0o? )/L2 + K(L-Lo)/L -(Lo? -do? )/L® k(L-Lo) = k(L2 -0h? )/d?

positive donc équilibre stab(améme chose pour xzx

B} instioue figure 2
[ Ep itastique Ly

figure 1 0 1 figure 3

figure 3 : en trait plein les posirions stablegjdibre ; en pointillés les positions instables

pour Ly=do, le systeme bifurque vers d'autres positions diboeique x=0. l'allure du tracé ( figure 2)
rappelle une fourche d'ou le nom " bifurcation fhe”

Petites oscillations autour d'une position d'équilibre stable:

le mouvement se fait suivant Ox : le systeme piatréodélisé par un oscillateur harmonique ( re:
fictif de raideur knogere) de pulsationd = (Kmogele/m)™.

Kmogele€St €gale a la valeur de la dérivée seconderdediie potentielle totale par rapport a x pour x=
Xéq.

do>Lo | Kmodele =k(do-Lo)/ do.

do<Lo Kmodele =K(L?0-d?0)/ d?.

pour Ly=do, période des petites oscillations

la dérivée seconde de I'énergie potentielle étalie il faut la développer a un ordre supérieur.

L'oscillateur n'est pas un oscillateur harmonigtelure de la courbe représentant I'énergie piks
ressemble a une parabole tres aplatie.

Ecrire la conservation de I'énergie mécanique ¥4B¥x' 2 + Yok(L-lg)? = Yak((d?2+x?)"*Lo)? avec L2=
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do?+x2
soit X' = dx/dt :{ k m*[((de2+xe?)"*Lo)? -((de2+x2)*Lo)?]} .
pour les petites oscillationy<<d, et x<< @ soit .
(do?+x?)"™ = b ( x0?/c?+1)" proche de : gl( ¥2xc2/do?+1)
et (d?+xi?)"Lo)” proche de : [gl( Y2x?/dc2+1) - J2= [do Yoxc?/d? 2.
de méme : (g+x2)” proche de : o (¥ex2/d?+1) et ((@2+x2)*Lo)? proche de [do Yex2/dy? J2.
par suite : x' = dx/dt proct ¥ k mi*do™[ xo* -x"]".
dt ={ k* 2m dj xo* -x*] ™ dx
changement de variable u = ¢ : dt ={ k* 2m dx¢ ] 1-u*]™ du
intégration entre 0 et X 5 (u=1) ; il s'écoule un quart de période T duranparcour

0,25 T =K' 2m dxo*

dérivée par raport au temps du
vecteur vitesse

derivée seconde par rapport au
temps du vecteur position

variation du vecteur vitesse vecteur n
entre deux dates proches

th du centre d'inertie

Dans un référentiel galiléeapmme base de Frenet
des forces = masse * vecte
accélération du centre d'ine v v
a,=— et a; =—
équations horaires R dt

relations donnant la position du cer
d'inertie a chaque insta

mouvement rectiligne unifortr

vitesse a=0

le vecteur vitesse est cons
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mouvement circulaire uniforr

la norme du vecteur vitesse est constante, madisdation
de ce vecteur chan

I'accéEration est centripéte, de valeur v/ rayon arcle

mouvement rectiligne uniforméme
accelért

la norme du vecteur accélération est constantaléaur de
la vitesse augmer

vecteurs accélération et vitesse sont colinéamaa@&me
sens

mouvemet rectiligne uniformément frei

la norme du vecteur accélération est constantaléaur de ]
la vitesse dimint & vitggse

vecteurs accélération et vitesse sont colinéageseds
contraire

exercice 1 cabine d'ascenceur

Une cabine d'ascenseur de masse N kg transporte une charge de masse m=200kg. le
exerce sur la cabine une force F d'intensité 59@8N0m:?. Il est alors possible gt

la cabine descende avec une accélératic-1,8 m&*.
la cabine monte avec une accélérationde 0,52

la cabne monte a vitesse conste

la cabine descende a vitesse cons

la cabine soit immobile

corrigé

Tension s eahle Suivant un axe ve_rtical dirigé vers le hau
A seconde loi de Newton s'éc
fccélération tan(@)=1,16/2 -(M+m)g+F=(M+m):

a=30° a=(5000+5900)/ 5001,8 m&.
poids

h 4

montée avec a=1,8r>
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.descente avec a= -1,8Ms

exercice 2 mouvement sur un plan horizontal
les frottements sont négligeablgs10 m &.

temps(s) 0,6 1 1,8
position (cm) 17,6/ 39,6 110
vitesse (ms) 0,450,65/1,05 A

Ec de la mass
M (milljoute) '/ 161419 A 3

(répondre vrai ou faux) m=40 g

1. l'accélération est constante et sa valeur M=760 g
0,4 m &.

2. le mouvement est uniformément accélérc.

3. lavitesse a l' instant t=0 est nulle.

4. latension du fil est 0,4 N.

corrigé

faux la valeur de I'accélération est 0,5/ s

AV 0,2 0,4
At 0,4 0,8
a (0,2/0,49,50,4/0,89,5

vrai le mouvement est rectiligne et la valeur d
I'accélérarion est constante.

te ns'gn

0

poids

faux la vitesse augmente de 0,5 th&chaque
seconde.

a t=0 la vitesse initiale est donc: 0,65-M5E5 M
st
faux seule la tension effectue un travail
mécanique, les autres forces sont perpendicula
la vitesse. Entre les instants t= 0,6 et t=1,8 s :

variation d'énergie cinétique de 0342 J

HUGUES SILA EXERCICES CORRIGES DE MECANIQUE|




17 http://sila.e-monsite.com

travail de la tension au cours du déplacement 1,1-
0,176=0,924 m

th de /'énergie cinétigue
tension*0,924=0,342

T=037 N

glissiere circulaire -chute- vitesse-

exercice 3

accélération

Le mobile de masse m est laché de A sans vit
Il se déplace dans une glissiere ABMC, sans

frottements. Au dela de C, il n'est soumis qu'a
poids AB=h=1 m ; OB=r=50 cm; g=10 ifis

1. Quelle est la vitesse du mobile en C en ms
' et km K.

2. Donner I'équation de la trajectoire du
mobile au dela de C

3. Exprimer l'accélération du mobile en M
fonction de h, g, r ai.

A

=
]
&

corrigé
th de I'énergie cinétigue entre A et C (I'origimsss ¢
altitudes est celle du point O ) ou bien on éaui
I'énergie mécanigue se conserve.

l'altitude de C doit étre inférieure a celle de A
sinon C n'est pas atteifdn part sans vitesse de ,

Energie mécanique en A = énergie potentielle
mgh

Energie mécanique en C = 0,5 m¥mg R

V2¢ =2g(h-r) = 2*10(1-0,5)= 10

V=3,16 m§=3,16*3,6 km R

au dela de C, chute libre, le solide n'est soumi&
son poids.

expression de la vitesse en M ;

conservation de I'énergie mécanique entre A et

dans le repére proposé

origine des temps: le passage en C

accélération (0; -10)

vitesse en C (-3,16 ; 0)

position OC (0; 0,5)

vitesse a la date t

(-3,16;-101)

position a la date t-3,x=-3,16t

y=-5t2+0,5
trajectoire
y=-5/3,162 x2+0.,5
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mgh = 0,5 mVg + mq r sinf)

V2 =2qg(h-r sinf)) .

accélération normale du mobile en M .

an_=V3y/rayon = 2g(h/r-sirq))

vitesse

accélération normale du mobile en M agtion du sup

h
écrire la seconde loi de newton suivant un ax
colinéaire a la vitesse et de méme sens ot
poids
ar=_-gcos(t) v
exercice 4 relais 4 x 400

Un coureur X arrive avec un mouvement uniforme §=ids’. A 10 m devant lui, le coureur Y
s'élance d'un mouvement uniformément accéléré &2 m

1. Quel temps s'écoule entre le moment ou Y démateepstssage du témoin.
2. Pendant cette durée guelles sont les distancesuyrass par X et Y.

Tous les coureurs ont une accélération de 2 josu'a atteindre une vitesse v= 7,5 mg!'ll
conserve jusgu'au passage du témoin. Les passat@ndin se font tous les 400 m. Quelle est la
durée de la course ?

corrigé
origine des temps: t=0 au démarrage de Y

origine des abscisses: position de Y a t=0

éguations horaires:

coureur X: x=7,510 coureur Y: x£ tant gue la vitesse est inférieure a 7,5°ms

passage du témoin : les deux coureurs se rejdignen

7,5%-10 =2

la résolution donné=1,73 S

la seconde solution t=5,77% X continue a courir a la méme vitesse , il viremer Y

distance parcurue par Xen 1 .,73s

a la vitesse de 7,5 msen 1,73 s X parcourt une distance de :1,73*1.3=m
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le premier coureur démarre avec une vitesse nulle;

mouvement uniformément accéléré jusqu' a atteiladvaesse de 7,5 rnspuis mouvement
uniforme

x=t2 donc v= 2t ; t=7,5/2= 3,75 s durée du mvt &ee

il a parcouru: x=3,752= 14,06 m

il lui reste a parcourir 400-14,06 = 385,94 m witasse de 7.5 ms La durée de ce mvt est
385,94/7,5=51,46 s soit au total la course du predhire’ 55,2 s.

au passage du témoin quelle est la vitesse du dé&con

3 m parcourus: 3=0,5 *2*t2 : t=1,732 s ; v:2t:3m§l

il lui reste a parcourir 400 m avant de rattraped Eme.

mvt uniformément accéléré jusqu' a atteindre lassi¢ de 7,5 mspuis mouvement uniforme

on ne change pas les origines définies ci dessus.

x=0,5*2*(t-55,2)?+3,46 (t-55,2) +400

v=2((t-55,2)+3,46 =7,5 d'ou t=55,2+2,02=57,2 s

durée de l'accélération 2,02 s la distance pareoest!

x-400=2,022+3,46*2,02=11,06 m

il lui reste a parcourir 400-11,06=388,94 m a lesée de 7.5 msdurée =51,85 s

durée de la course du second (et du 3 eme):518%=23,87s

par contre le dernier parcourt 385,94 m a la viteks7,5 ms durée 51,46s

total: 216,4s

exercice 5 rotation d'un ressort
Le solide S de masse m=0,5 kg peut glisser sans
frottements le long de la tige Ox (O fixe). On fait
tourner I'ensemble autour de I'axe Oz a vitesse
angulairew =5 rad & constante. raideur k=100N 5
m™. g=10 m&. longueur & vide du ressogtl m. o VANYAN

-
° vV VvV VLI x

1. Quel est l'allongement du ressort ?

2. méme question le ressort est incliné d'un
anglea =30° sur I'horizontale.

3. Dans ce dernier cas déterminer la tension
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T du ressort et I'action de la tige R

corrigé
La somme des forces appliguées au solide S est
égale au produit de sa masse par l'accélération.
Projeter cette relation sur un axe horizontal a

gauche.
action tige
K(L-Lg)=mu? L tension
(k-me?) L = kLQ accé lEration poids
L= 100/(100-0,5*52)=1,143 m A

allongemen,143 m

L'accélération est centripete dirigée suivant l'a
 le solide décrit un cercle de raybeos() u 216

Méme méthode en projection sur T

T-mgsin@)=maurLcos(@) ....T=K(L-Lg) tension T action tige R

L=(mgsin@)+kLo) / (k-mu?cos@))=1,149m

d'ou la tension T=100(1,149-124,9 N

) poids
Méme méthode en projection sur n k4
Tcos(@)-Rsin@)=murLcos@) ....T=k(L-Lo)
R=(T-mu?L)cos@)/sin(@)=0,92 N
exercice 6 vitesse - accélération - position

Soit la distribution de charges (microcoulombs3amtre ;AB=d= 0,2 m ; Les deux charges placées
en A et B sont fixes; par contre la charge placé€ est mobile sur la droite AB.

Quelle est la position d'équilibre de la charge@®taen C, si elle existe ?0n étudie le mouvement
d'un petit mobile sur un axe Ox. Son accélératgircenstante de valeur a=6 i Son abscisse
initiale est x=-2 m; sa vitesse initiale est -3'ms

1. A quelle date et a quelle abscisse, le mobile&t®il puis change de sens de parcours.

Un objet décrit une trajectoire rectiligne; sa s#e initiale est nulle et les deux premiéres sezxind
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son accélération valant 2 m.d es deux secondes suivantes son accélératiom kst

Quelle est la distance parcourue durant ces 4 desdh

corrigé

La vitesse est une primitive de l'accélération

v=at+vp..... V=61t-3

le mobile s'arréte si la vitesse s'annule ; t=0,5 s

puis il change de sens de parcours (mvt uniforméameaélére )

La position est une primitive de la vitesse

Xx=0,5 at?+yt+Xp..... X=3t2-3t -2

abscisse a t=0,5 s : 3*0,52-3*0,5-2= -2,75

origines de temps et des distances :le départ
intervalle position vitesse accélération
[0:2] x=t2 | v=2t a=2 | %=2)=4 myv(t=2)=4 ms'
[2:4] x=4(t-2)v=4ms'  a=0  Xt=4)=8m

total : 12 m parcourus

exercice 7

Un solide de masse M=2kg, est treuillé sur

un plan incliné d'un angl@ sur I'horizontal.
frottements négligé; départ sans vitesse. Le
cable casse at=2 s . Le graphe ci contre
représente la vitesse en fonction du temps 2,4
lors de la montée. -

Déterminer les accélérationsoet

2. Quelle est la distance parcourue lors
de la montée ?

3. déterminer la tension du cable.

=

t(5)
-

2 ]

corrigé
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les coefficients directeurs des droites don
les accélératiorfms?) a;=1,2;

& = -4 (cable cassé et fin de la montée )

a=-gsin@) d'ou = 24° !‘
axe parallele au plan vers le haut F

montee . descente ap = -gain i)

origines des dates et des distances : bas ( T - tgsin (¥ = ma,
plan. Les équations horaires sont :

T=m(a+gsin@))
t<2:0h=0,6 2=2,4 m
T=2(1,2+4)=10,4 N
t>2:d=-2(t-2)2+2,4(t-2) + d

d,= -2*0,62+2,4*0,6+2,4 3,12 m

exercice 8

Une voiture de course démarre du stand de raeiadht et accélere uniformément de 0 a 35 m/s en
11 secondes, en roulant sur une piste circulaimrayg@ 500 m.

1. Calculer I'accélération tangentielle et I'accélératadiale si v =30m/s.
2. Déterminer la direction et l'intensité de la foqe s'exerce sur le pilote.

corrige:
référentiel terrestre galiléen ; systeme : la veitet le pilote
acceélération tangentielle : variation de la vitedisesée par la durée
35/11 =3,18m/s?
accélération normale : v2 / rayon
la vitesse varie entre 0 et 11 s ; I' accélératimmale varie aussi

30*30 /500 =1,8 m/s?
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force = masse fois accélération

la force subie par le pilote est colinéaire au eectccélération et de méme sens
Aurélie 15/01/07

Agrégation interne 2006 : modéle atomique de Thamso

Les atomes, selon Thomson ( 1902), sont constitués
- d'une sphere pleine chargée positivement de mamigierme : le rayon de la sphére est de
l'ordre de 16°m
« d'électrons qui peuvent vibrer liborement a l'ireéride la sphére : I'atome reste électriquement
neutre.

Ainsi I'atome d'hydrogéne est représenté par uhersmle rayon R ( charge + €), de centre O et un
électron ( charge - e, masse m).

Ce modele n'était pas capable d'expliquer les taiespectre d'émission de I'nydrogene. Il ne pagcis
pas la nature de la matiére constituant la sphasiiye, ni la densité de charge.

Rutherford, Schrodinger, Bohr firent évoluer le raledde I'atome.

Expérience de Rutherford

écran fluorescent

radium particules trés déviges articul es déviées

- pam::uleso', S -«=particules non déviées
plomb

fenille mince dor

La plupart des particules ne sont pas déviéepgetinnombe est trés déviée : donc, la charge pos
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de I'atome est concentrée dans un volume de I'delf®™ m, appelé noyau, et non pas répartie sur
une sphére de rayon ien.

Rutherford estima la taille du noyau d'or (Z=79)dé&terminant la distance minimale d'approche R
des particulest correspondant a un angle de diffusion de 180°.

diffusion des particules o pat ié:mgrau atosmi que

O novau atomigue

Valeur de R si I'énergie cinétique initiale des particutesst de 7,7 MeV :

L'énergie initiale des particulesest sous forme cinétique : ¥amv2 = 7,7 MeV = 7. 7e\0=7,7 16 *
1,6 10"°J =1,23 16°J

Lors de leur passage au plus prés du noyau @&pergjie de la particuke ( charge +2e) est sous for
potentielle ; 2Z&(4TEyRy).

L'énergie mécanique se conserve : 2Zee,Ro) =1,23 10,
Ro = 2Z¢€/(4Te, *1,23 10" ) avec Z=79 ;e = 1,6 T8 C et 1/(4%, ) = 9 10.

Ro =2*79*(1,6 10'%)?* 9 10° /(1,23 10**) =3 10" m.

Mouvement de I'électron dans I'atome de Thomson

L'atome d'hydrogéne n'est soumis a aucune actigniexre. On s'intéresse a l'oscillation libre de
I'électron par rapport a la sphére de centre Cadnet que I'électron ne perd pas d'énergie par
rayonnement.
Les vecteurs sont écrits en gras et en bleu

A linstant t, I'électron est en M tel g@M=r =re (r<=R).

L'électron de lI'atome d'hydrogéene se déplace aaclsdmp électrostatique du proton représenté par
une distribution volumique de charges uniformeaj®n R.

densité de charge volumique = charge / volume de la sphére de rayorpR e / (4/31R°) = 3e/
(4TR).

L'électron n'est soumis qu'au champ électrique pag¢eine distribution volumique représentant le
proton. Ce champ est radial

Appliquons le théoreme de Gauss a une sphére tie ricentre de I'atome), de rayon r <R.
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4. .3

- a pymr
Qi o1 3 Pt _3e o_ er
:Fiﬁnds = -Ednr —:>Es E 3, avec p 4?1‘115:]5 Iy E

A l'instant t=0, I'électron est écarté de sa posit'équilibre par une perturbation quelconque.

Nature du mouvement

Il est alors soumis & la force centrite-e E = -€/(4TeoR3) r .
Le référentiel d'étude étant galiléen :

La dérivée par rapport au temps du moment cinétilgueoint matériel M par rapport au point fixe O
est égal au moment, par rapport a ce point, denarge vectorielle des forces agissant sur le point
dff.; v =

——=0MAZXF
dt

matériel M .

Or OM et F sont colinéaires ; le produit vectorfelM ~ F est nul ; en conséquence le moment
cinétiqueay est constant : le mouvement est plan, perpendieudan.

Dans un référentiel supposé galiléen, lié au prdeopricipe fondamental appliqué au proton s'écrit

dr? . - el dr? el _ . dr? __ . .
= =T | M—— =1 =0 ; =—+wsr =0 avec o=
4me,R dt?  4neRA dr

gl

mgT =F=

dmmg R

On retrouve I'équation d'un oscillateur harmonidagulsatioruy.
La nature de la trajectoire ( droite, cercle, skip dépend des conditions initiales concernant la
position et la vitesse.
Calcul de R pour laquelle la pulsatiag correspond a la fréquenegd'une des raies du spectre de
Lyman de I'atome d'hydrogéna&d=121,8 nm) :
Vo =c/Ao=3 10/ 121,8 10 =2,67 16" Hz.
wp = 2TVo =6,28 *2,67 16 =1,68 10° rad/s.
w0=2,8216°;e=1,618°C; m=9,1 16" kg ; 1/(4we,) = 9 10.
w’o =€°/(4TEo MRY) ; RP=€’/(4TE0 M’y )
R*=(1,6 10"°)?9 10 /(9,1 10°**2,82 16°)=9 10*°; R =4,5 10° m.

Cette valeur est supérieure a celle trouvée dexgdtience de Rutherford ; elle est de l'ordre de
grandeur du rayon de I'atome.
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On admet que I'électron décrit une trajectoireutaice de rayon a dans le plan Oxy perpendicubaire
un axe Oz dans le sens direct. Latome possedeuslareoment dipolaire= -er équivalent a deux
dipoles élémentaires () et p(t).

Expression de ces dipolep = -e ag = e avec p = - ea

Px(t) = o cos (uot) ; py(t) = o Sin (t)

Expression de I'énergie mécanidiyede I'oscillateur constitué par I'électron en fantde p, wpy, M
ete:

Em = ¥2mV + 12€/(4TER®) & ; or v =y a d'ol
Em = ¥2[ mofoal+ €/(4TegR®) & | ; or wéy =€/(41eo mR®) d'oul

Em = & &/(4TeoR%) = po/(ATEoR®) = plom Wi /€.

solide glissant sur un anneau circulaire

travail, puissance, énergie

Un solide ponctuel M, de masse m; glisse sur ueamnie rayon R. Ce petit solide est fixé a
I'extrémité d'un ressort de longueur a viglele raideur k. L'autre extrémité du ressort estefien S.
Les frottements sont négligés.

gy °

&

1. Exprimer I'énergie mécanique du solide M pour uostpn repérée par I'angbe Lorsqued =
90° le ressort n'est ni tendu, ni comprime.

Etablir I'équation différentielle en fonction Beet de ses dérivées.

Etudier le cas des oscillations de faible amplitddepart et d'autre de A.

w N

corrigé
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L'énergie mécanique est la somme de I'énergieigueéet de I'énergie potentielle.

Expression de I'énergie cinétiquE; = %2 m v?2

v=mR=68R
s rad s m
E. = Y2 mR202,

Expression de I'énergie potentielle de pesanteur

Eop=mg h
l'origine de I'énergie potentielle de pesanteupdse en O : h = -Rcdd
Epp = -MgRcoL.

Expression de I'énergie potentielle élastique

Epe = % k (SM-)2

l'origine de I'énergie potentielle élastique ebetgue SMes = lo pour® = 1172

exprimer SM en fonction de R @t

dans le triangle quelconque OSM :
SM2 = OM2 + OS2 - 2 OM OS cas)
avec OM=0S=R et cos¢b) = - cosO
SM? = R2+R2 +2R? cdb= 2R? (1+ c0B8)
or (1+ co®) = 2 cos 2(*A)
SM?2 =4 R? cos (B
SM = 2R |cos(®) |
0 appartient a [t ; 1] donc appartient a [-¥%; Y411 ]
soit |cos(*A) |= + cos(*A)
SM = 2R cos(*9).

Epe = Y2 K (2R cos(®)-lo)?
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expression de I'énergie mécanique

%2 mR202 + 12 k (2R cos(®)-1p)? - mgRcoD= cte

Cette énergie mécanique reste constante en |'abderfcottement.

éguation différentielle du mouvement de: M

Pour obtenir I'équation différentielle du mouvemeatM, dériver I'expression de I'énergie par rappor
au temps.

dérivée deéd2: 20'0".
dérivée de cos(®} : -%2 sin(\B) 6'
dérivée de uz: 2u u'
dérivée de (2R cos@%lo)? : 2 (2R cos(}B)-lp) (-2R%2 sin(*8)0")
dérivée de coB : -sind 0'
% mR220'0" + %2k 2 (2R cos(®)-lp) (-2RY%2 sin(*8) ') - mgR (-si®) 6' =0
R 0' est commun a chaque terméetupposée non nulle :
MR 6" - k(2R cos(*8)-1p) sin(¥B) + mgsir® = 0
avec2 cos()sin(¥B) = sird
mR 6" - kR sirf +klgsin(¥8)+ mgsir® = 0

8" + ( g/R-k/m)sir® + Klo/ (MR)sin(¥8) =0,

si 6_est petit
si 'amplitude est faible autour du point A aloirgdsvoisin deb radian
et sin(¥® ) voisin de A radian
I'équation différentielle ci dessus s'écrit :
0" + ( g/R-k/mP + klp/ (2mR)6 =0.
0" + (g/R-k/m + kb/ (2mR) )6 =0.
I'existence d'oscillation impoggR-k/m + kb/ (2mR) positif.

g /R >k/im(lo/ (2R) -1)
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Poussée d'Archimeéde dans différents référentiels
référentiel galiléen
référentiel non galiléen en translation
référentiel non galiléen en rotation

1. Définir la poussée d'Archiméde Pa subie par uns@rpde volume v, de masse volumique r,
complétement immergé dans un liquide de masse vQueme.

2. Le corps est un cylindre de section S, de hautede Imasse volumique r < re partiellement
immerge. Il est en équilibre. La pression atmosphérest notée PO dans le plan z=0.
L'ensemble air-cylindre-liquide est en équilibrerthique a la température T. On suppose que
I'air est un gaz parfait.

het B4l

- Quelle est la pression dans I'eau dans le plaha2
- Quelle est I'expression rigoureuse de la pregsipndans un plan z >0 en fonction de z, T, de la
masse d'une molécule d'air et de la constante tenBann kB ?
- Quelle est I'expression approchée pour une adtitfaible ?
- En déduire la pression sur la face supérieureytindre en z = h-he en fonction de l'altitude etgd
- En introduisant la masse volumique de l'air dassonditions de température et de pression régnan
a la surface libre exprimer la poussée d'Archinmsdee par le cylindre. Que devient la pousée
d'Archimede si on suppose constante la pressidaidau voisinage du cylindre ?
- On place I'ensemble précédent sous une clociaea@®n fait le vide. le cylindre s'enfonce t-il
pendant cette opération ?

= ids

h&¢ B4l

corrigé

La poussée d'Archimede exercée sur un corps deneoluentierement immergeé est :
- la résultante des force de pression
- 'opposée du poids du volume de liquide déplacé.

f’a = j;pdS n=-p.yvg

Le principe fondamental de I'nydrostatique donneréssion dans le planz =- he :
p(z=-he)=p0 +re g he .
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La pression dans une atmosphére isotherme vareel'aitéude selon la loi :
(m : masse d'une molécule d'air)
mgz=
T

P=P€ &

sur la face supérieure du cylindre z = h-he.
développement limité au premier ordre lorsque pest de I'exponentielle : e x voisin de 1+ Xx.

mgih —he)) p.-p mg(h -h,)
— ko 0= 4 -
kT kT
La poussée d'Archimede, résultante des forcesa$sipn est alors :

la résultante des forces de pression sur la faémla du cylindre est nulle, il reste les forces d
pression exercée par l'eau sur le fond de sectiparS‘air sur le haut.

P pyl-

A

- + S _S mg(h_he} __:
; BN Po =93Py — kB—T (—1)
T [Spy +8pp,h, |

Pa = S[p0 +re g he ]+ S[p0 +p0 mg(h-he) / (kBT)]
Pa = S[re g he + p0 mg(h-he) / (kBT)].

la loi des gaz parfaits s'écrit : PV=n RT
M : masse molaire de l'air; ra : masse volumiquéaile
avecn=m/Metm/V =ra;
dou:P=raRT/M=rakBT/m
par suite la poussée s'écrit : Pa = S[re g hegfirde) ].
c'est a dire la somme des poids d'air et d'eawadéplpar le cylindre.
Si on suppose la pression de I'air uniforme auivage du cylindre, cela revient a négliger la péass
d'Archimede due a l'air.
La poussée d'Archimede n'existe qu'en présencegcigiient de pression.

A I'équilibre le poids du cylindre est opposée pdassée.
Si on fait le vide sous la cloche, la masse volumide I'air décroit ; en conséquence la poussée

d'Archiméde due a l'air décroit. Pour maintenguiébre la poussée due a l'eau doit augmenter et |
cylindre va s'enfoncer.

référentiel non galiléen en translation :
Le dispositif précédent est placé dans un ascewnegtical uniformément accéléré vers le bas avec
une accélération g

1. Quelle est la résultante des forces de pressi@sagfi sur un corps de volume v entierement
immergé ? En déduire I'expression de la pousséehiAede.

2. Le cristallisoir et le cylindre précédent sont glalans I'ascenceur a l'arrét. La pression
atmosphérique est supposée uniforme. L'ascencewardgverde bas avec l'accélération g.
cylindre s'enfonce t-il ?
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corrigé

Dans le référentiel de I'ascenceur, en translagotiligne par rapport a un référentiel terrestirepetit
volume v de liquide est en équilibre sous l'action
- de son poids ;- des forces de pression ;- der&fd'entrainement.

pression d’entrainernent

La poussée d'archiméde est la résultante des fdecpsession ; son module est égal au poids apparen
du volume d'eau déplacé.
Pa=rev(g-g).

La poussée due a l'air est négligée. L'équilibreydimdre de volume total V, dans le repére de
l'ascenceur s'écrit :
ve est le volume du cylindre immergeé.

-peve@-wﬁ:pev& —pV vy

poussée poids force
d’entrainerent

Le cylindre reste en équilibre lorsque lI'ascenseuléplace.

référentiel non galiléen en rotation :
Le cristallisoir est fixé sur un plateau horizorttalrnant autour d'un axe vertical avec une vitesse
angulaire de rotation w constante. On désigne [sdistance du petit volume d'eau a I'axe de
rotation.

1. Quelle est la nouvelle résultante des forces despe agissant sur le petit volume d'eau ? En
déduire la poussée d'Archimede subie par un sdiédelume v entierement immergé.

& .
Ry

@ Bl

I

2. Un cylindre fermé, plein d'eau tourne autour deaana la vitesse w constante. Deux petites
sphéres de masses volumique rl et r2 ( r1< re soRt)respectivement attachées au plancher
et au plafond par un fil sans masse. Déterminélitgtizement la position des deux pendules
dans le repéere tournant.
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corrigé

Dans le référentiel de I'ascenceur, en rotatiomgggport & un référentiel terrestre, patit volume v d
liquide est en équilibre sous l'action :
- de son poids ;- des forces de pression ;- dertfd'entrainement.

La force de Coriolis n'intervient pas a I'équilibre

ﬁpdSﬁ +pevfg' =0

=8Ee
p:l —_

P, =—p,v(g+0’rii)

a

Une boule de masse volumique r est soumise a decesf radiales :
- la poussée d'Archiméde centripéte de module v w

- la force d'entrainement centrifuge de module 2srw

-
La résultante radiale es (p—p. Jvori

La sphere supérieure ( r2 >re) s'écarte de I'axetddon, alors que la sphére inférieure se ragpo
de l'axe.

L'effet est d'autant plus grand que les sphéerespdos €loignées de I'axe et que la vitesse déioata
est grande.

['avion et le missile

Un avion vole horizontalement a l'altitude h ailesse costante notée v. Un missile placé initiale

au sol. A l'instant t = 0, l'avion passe a la vetigcdu missile; le missile décolle en direction'adeion.

la vitesse du misile est le double de celle dedigwon suppose que le missile est, a tout insthngé
vers l'avion.

1. Etablir I'équation de la trajectoire du missile.
2. Déterminer l'instant de I'impact.

écjuation
différentielle
les solutions
= 1
x =05 z=05x - —=) + (e
W14 22 X

corrigé
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égquations horaires du mouvement de l'avion :
X(t)=vt
z(t) = h =cte
trajectoire de I'avion : droite d'équation z = h
équations horaires du mouvement du misile :

7 v OA(Vt; h)

yp 2 OM(X; ¥)

st MA(vt-x;h-y)
5 X 21_’;(@::@)
sn! df df

le vecteur 2v et le vecteur MA sont toujours cahiinés.
On note x' =dx / dy

E_v.ﬁ—x_ ,
dy k¥
vt-x = X' (h-y)

dériver cette relation par rapport au temps
dX!
- _/g - _ﬁ th-p=
dt dt dt

E d_y dx' dy
dy dt D dr
v = (h-y) x" dy/dt (1)

Au cours du temps tres petit noté dt, le missileqart la distance trés petite notée dL a la vdess
Exprimons de deux maniéres différentes cette distalh :
dL=2v dt
dL2 =dx2 + dy?
mettre dy? en facteur commun et remplacer dx/ dypa
dL2 =dy?(1+x"?)

2v dt = dyv/1+x"* soitd—}rz 2v

dt 1+ x?

repport dans (1) :
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H

1
5;’/: X (h—y)

1+ x"

1422

On retrouve I'équation différentielle dont on coittes solutions :

zZ= D,S[,,Ih -y - Jhl——y}i- Cte

Comment déterminer la constante ?
a l'instant t=0, le missile est au sol (y=0) edst vertical ( x'=z =0)
Cte =-0,5( h0,5 -h-0,5) ; cette constante setéaenG1.
On choisi h comme unité de longueur; alors C1 el¢n
Comment passerdez=x"ax?
On pose Y=h-y
La primitive de (Y)Y est : 2/3 (Y)1,5+ cte
La primitive de (Y)-0,5 est : 2 (Y)0,5+Cte.
d'ou la trajectoire du missile : x = 1/3 (Y)1,5¥W0,5 + C2.
Comment déterminer C2?
a t=0, le missile esten O (0 ; 0) et Y=h
C2=-1/3h1,5+h0,5.
h étant I'unité de longueur, C2= 2/3.

instant de l'impact:
Le missile rencontre I'avion lorsque Y = 0.
d'une part : ximpact = C2=2/3
d'autre part : ximpact = v timpact
timpact =2 /(3 v) , h étant l'unité de longueur
timpact = 2h /(3v)

Oscillateur élastique sur un plan incliné

ressort- bille d'aprés concours kiné Berck 2006

Un ressort de constante de raideur k, de massieaile et de longueur a vidgelst fixé par l'une de
ses extrémités a une butée fixe. Il peut oscikasdrottement suivant la ligne de plus grandegent
d'un plan incliné d'un angte par rapport a I'horizontale. On relie I'extrrémib&e du ressort a une
petite bille de masse m. On considérera cette dalieme ponctuelle. A I'équilibre, le ressort est
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comprimé de 1,0 cm par rapport a sa longueur aatitke bille se trouve en A.

m= 200 g ;0= 20° ; = 14 cm ; AB= 20 cm.

1. Déterminer la constante de raideur k du ressartN/en).
On comprime le ressort de 8,0 cm vers le bas dépyigsition d'équilibre puis on lache le
systéme {bille ressort} sans vitesse initiale.
2. Calculer la vitessea{ en m/s) de la bille en A.
On néglige les frottements entre A et B. La billétig le ressort en A avec la vitesse v
3. Calculer la vitesseg{ en m/s) de la bille en B.
La bille quitte le plan incliné en B avec la vitesg. On néglige 'action de l'air sur la bille. Le
mouvement est étudié dans le repére Oij. La lllehe le sol en P.
Déterminer OP en cm.
Déterminer la durée en seconde mise par la bille alter de A en P.

a s

corrigé

A I'équilibre T=kx=mgsix d'ou k= mgsia / x = 0,2*9,8 sin20 / 0,01 67 N/m
vitesseva( en m/s) de la bille en A.

origine des énergies potentielles : le point Agipon d'équilibre). Ecrire la conservation de éégie
mécanique.

Au point le plus bas ( ressort comprimé de 8 cmésnpntaires, soit 9 cm en tout) I'énergie est sous
forme potentielle élastique et de pesanteur

0,5*67*0,09%-0,2*9,8*0,08 sin 20 = 0,218 J
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En A, I'énergie est sous forme cinétique : Y2mv?2
0,218 =¥2mg soit v4=0,218*2/0,2 = 2,18; 7= 1,5m/s ( 1,476 m/s)
vitessevg( en m/s) de la bille en B :

entre A et B seul le poids effectue un travailstsit ( I'action du plan, perpendiculaire au plan n
travaille pas)

travail du poids : mg(@+ys) = -mgAB simx = -0,2*9,8*0,2 sin 20 =-0,134 J
théoreme de I'énergie cinétique entre A et B : Y4rrhva= -mgAB sirx
vZ3=V25 - 20AB sir = 2,18 -2*9,8*0,2*sin 20 = 0,84 v 0,92 m/s

calcul de ORen cm : chute libre avec vitesse initiale

a(0:-g); vs (vecosa :vssina ): OMy(0:hg)

v(vscosa : vssina-gt )

Wi Df’( x=vscosat;z=-0,5gt*+vs sina t+th; )
oL

{1=])

o .. ‘_ 7 = -G:Si+x’[3ﬂ[{+h3

VECOos o

en P l'altitude est nulle : 0 = -4,9 x?/(0,922*@3¢+ x tan20 + 0,14
-6,56 x2 + 0,364 x+0,14 = 0 d'ou x = 0,176 @B(cn)

durée en seconde mise par la bille pour aller éa R:

trajet BP : OP=ycosu t soit t =OP/(gco1)=0,176/(0,92*co0s20)= 0,20 s.

trajet AB : mouvement rectiligne uniformément rdtad'accélération a telle gie g#2a=2a AB soit ¢
=(0,922-1,5?) / 0,4 = -4,61 m/s.

vitesse primitive de I'accélération : v=-atg#v-4,61t + 1,5 soit t =(g+va)/a=(1,50,92)/4,61 = 0,1.
s

total : 0,20+0,13 9,33 s

Question complémentaire

On comprime le ressort de 8,0 cm vers le bas dépyissition d'équilibre puis on lache le systéeme
{bille ressort} sans vitesse initiale. Etablir lfmession de I'énergie mécanique du systeme {bille +
ressort+ Terre} pour une position quelconque dglla en contact avec le ressort ; en déduire
I'équation différentielle du mouvement puis I'abseix(t) du centre d'inertie de la bille.
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corrigé

expression de I'énergie mécanique du systglie + ressort+ Terre} :

origine des énergies potentielles : le point Agipon d'équilibre). Ecrire la conservation de éégie
mécanique.

Axe choisi : origine A, axe paralléle au plan, atéevers le haut ; I'abscisse x(t) = x, du cenfredie
de la bille est donc négative.

énergie cinétique : & Y2mv2 = 1omx'2
énergie potentielle de pesanteug; £mgh = mg x sim.
énergie potentielle élastique p &ust= Y2K( I-l)? = ¥2k( kqurx-10)?
énergie mécanique du systeme {bille + ressort +eferE,= Y2mx2 + mg x sim + Y2K( kqurx-lo)? =

constante.

équation différentielle du mouventen

Dériver par rapport au temps I'expression de lgaanécanique :
mx' x" + mg X' sind + K( lequrX-lo)(-x") = 0
simplifier par x' : m x" + mg sint - K( lequrx-lo) =0
or mg sina = K( legurlo) d'ot :m x" +kx=0.

c'est I'équation différentielle d'un oscillateurnanique de pulsatioa, = (k/m)™.

abscisse x(t) du centre d'inertie de la hille

solution de I'équation différentielle : x(t) = A@xt + B)
A et B sont déterminées par les conditions inisigleitesse initiale nulle et x(0) =-0,0 8 m
-0,08 = A cos B d'ou Bret A= 0,08 m

x(t) = 0,08 cos cosuft + 1)
Aurélie 17 Aurélie 17 /10 /07

théoréme de I'énergie cinétigue ; trajectoire d'unéalle de golfconcours Berck 98/99
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Le mini-golf de Berck fait la joie des petits et des gramdisdes points les plus difficiles a réaliser
représenté ci-dessous :

Balle au départ

@

A

La balle , assimilée a un objet ponctuel de massguitte le point A avec une vitesse horizontale v
monte la rampe d'angteet de hauteur h, passe au dessus de la barribeutkur b et tombe dans le
trou si "le point” est réussi.

Les résultats numériques seront exprimés avecdhiiies sinificatifs.
Les frottements avec le sol ou l'air sont négligés.
g = 10,0 m/s2 ¢ =30,0° ; h=50,0 cm ;7= 3,00 m.

La barriére est au milieu des points O et T.

Donner une condition sur \, en fonction de g et h pour que la balle parviennen O.

YAt
Balle an departt
A
v
P =mg

Ecrire le théoreme de I'énergie cinétique entre AteD.

Sur le plan horizontal, les forces sont perpendices a la vitesse : en conséquence elles e texvail
pas.

Sur la rampe seul le poids effectue un travail &&ion du plan, est normale au plan).
le travail du poids est résistant en montée et Vidat-mgh.

variation de I'énergie cinétique entre A et O :
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AE. = Y5m o - Yom \°
L5m w? - ¥2m w2 = -mgh
Vo? =vaZ-2gh.

Pour atteindre O avec une vitesse nulle, la vitessenale en A doit étrev, = (2gh)”

On suppose que la balle parvient en O.

Déterminer les coordonnées du vecteur vitessg,ven O, en fonction dex, va, g et h

v, =V, s o

VXZFGCOSG{:‘

Balle au départ

4

Vo= (Va%-2gh)“cosa ; Vo,= (Va’-2gh)’sin a.
Déterminer I'équation cartésienne de la trajectoireen fonction de ces mémes parametres
Au dela de O la balle est en chute libre ( ellstrseumise qu'a son poids).
Composantes de l'accélération : (0 ; -g)
La vitesse est une primitive de I'accélération :
Vx = Vox= (Va>-2gh)*cosa ; vy = -gt + \,=-gt +(Va>-2gh)’sina.
La position est une primitive de la vitesse :
X = W t = (Va>-2gh)’cosa t (1)
y =V, t = -Yagf+(va>-2gh)’sina t (2)
(1) donne t = x / ( (\-2gh)“cosa)

repport dans?) :
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Calculer la valeur umérique de w pour gque la balle parvienne en T, centre du trou
abscisse de T %3 m ; ordonnée=0
0=-0,5g *3/ ((x*-2gh)coéa) + sina / cosa.
1,5 g/ ((w>2gh)cosi) = sina ; 1,5 g = (x*-2gh)cosisina
(va®-2gh)=1,5 g/ (cosusina) ; va’=1,5 g/ (cosusina) +2gh
va?=15/(cos30 sin30) +2*10%0,5 =44,641
Va= 6,68 m/s
Calculer la valeur numérique ( en cm) de la hauteumaximale bynax de la barriére pour que le
"point" soit possible.
Xg=1,5m;
yg= -0,5*10*1,5 / ((6,68-2*10%0,5) co$30) + 1,5 tan 30

yg= 0,433 m =43,3 cm

Le point T est le centre d'un trou de 20 cm de diaen
Donner I'encadrement nmérique de ¥ ( en km/h) qui permet de réussir ce point
ordonnée y=0
0=-0,5g *% / ((va>-2gh)coda) + sina / cosa.

0,5 g *xr / ((va®-2gh)co®) = sina ; 0,5 g *x = (va®-2gh)cosisin o
(va®-2gh)=0,5 g *x / (cousina) ; va=0,5 g *x / (cosisin a) +2gh
abscisse de TXx1=2,9 m
vaZ=5*2,9/(cos30 sin30) +2*10%0,5
va= 6,59 m/s = 6,59*3,6 km/h 23,7 km/h
abscisse de Tx7=3,1 m

vaZ=5*3,1/(cos30 sin30) +2*10%0,5
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Va= 6,77 m/s = 6,77*3,6 km/h 24,4 km/h

Deux boules dans I'espace ( d'apres concours Mies

Deux boules homogénes ont méme rayon a/4, ménsemagéme masse volumique r = 7800 k8.m-

Le référentiel est galiléen. Le centre de l'undigsten O, origine d'un axe OX ; le centre dettagst

en un point M d'abscisse x>0. La seule force appkoa la boule de centre M est la force
gravitationnelle exercée par l'autre boule. On pemniplacer chaque boule par un point matériel, de
centre O ou M, et de méme masse.

1. Donner I'expression de la force gravitationnelleisypar M en fonction de m, x et G, constz
gravitationnelle. G= 6,67 10-11N m2 kg-1.

2. Al'instant initial on abandonne la boule mobilens vitesse, son centre M étant a l'abscisse
x=a. Exprimer sa vitesse lorsque son centre sedrad'abscisse x. ( Deux méthodes sont
demandées)

3. Calculer l'instant t pour lequel M se trouve ad@bse x. On donne :

- ' ax /9| TH & [} .
J-'_I'lz[—_:—{:f-'_ —|1——|+ aretan,/— —1
Jo1 Val  a/ T

xT a

4. Que vaut x lorsque les deux boules se heurtenp@irar I'instant t1 du choc en fonction de G
et r. Calculer t1.

5. En réalité la boule de centre O ne reste pas immdbcrire |I'équation différentielle du second
ordre a laquelle obéit |la distance x entre lesresrdes deux boules. Montrer que cette
équation se déduit de celle qu'on a étudié jusqaiatenant en y remplcant G par 2G.
Exprimer puis alculer t2, instant ou les deux bsgie heurtent.

6. Le choc entre les deux boules est élastique. Bégualitativement leurs mouvements
ultérieurs. Indiguer un temps caractéristigue demoavement.

7. On suppose que le choc est mou ; la moitié derbgmeinétique est convertie en
chaleur.Décrire qualitativement leurs mouvementrigurs..

corrigé

Expression de la force gravitationnelle subie pagrivMfonction de m, x et G :
La boule M est soumise a la force gravitaitonnaiteactive, exercée par la boule O.

F-GRLm(-0)

vitesse lorsque son centre se trouve a l'abscisse x
méthode 1 : écrire le théoréme de I'énergie cinétantre l'instant initial d'abscisse x= a, desgée
nulle et l'instant final d'abscisse x, de vitesse v
La force F et le déplacement sont des vecteureéalies et de méme sens : le travail de cette &5t

moteur.
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2
Voma~0=[ Fei= [ -G—x=Gm E[=Gm1 F—l]

X da

méthode 2 : utiliser la conservation de I'énergéeamigue.
L'énergie potentielle de pesanteur a la distarngexprime par : Ep = -Gm2/x. L'origine de cette
énergie est prise a l'infini.
-Gm2/x + Yamv2 = -Gm2/a
par suite v2 = 2Gm[1/x - 1/a]
La boule M est attirée par la HelwD : le vecteur vitesse est orienté vers O, aB sentraire de 'axe
sa valeur est: v =[2Gm(1/x - 1/a)]%-.

instant t pour lequel M se trouve a l'abscisse X :
la vitesse est la dérivée de 'abscisse par rappaemps : v = dx/dt ; dt = dx/v puis intégrerrerd et
X.

_Pdx__ 1 dx  _ 1_ fx)
t.lj v eme 1 JZGmmx}_ﬂa}]:—Um—m

X a

: f(a) étant nulle.

instant t1 du choc en fonction de G et r:
D'une part les deux boules de rayon r = 0,25 hegéent lorsque x = Yza.
d'autre part f(*2a ) = - a3/2 [p/4+Y%]
enfin la masse de la boule M s'exprime par : volamasse volumique
m = Vr avec V= 4/3p(a/4)3 d'ou m = pra3 / 48
t1 = -f(*2a) [2Gm]-Y2 = a3/2 [p/4+22] [1/24 Gpra3]-Y4p#4+Y4] [1/24 Gpr]-Y-
t1 =(3,14/4 + 0,5)[ 6,67 10-11 * 3,14 *7800 /24]=4925 s.

équation différentielle du second ordre a laguatiéit |a distance X entre les centres des deueboul
Le centre de masse des deux boules de méme masgaés au milieu du segment OM. Ce centr
masse est fixe et les deux boules se déplacentsgusnent par rapport au centre de masse ; x étant
la distance séparant les deux boules, I'abscisbeeait 12X, tandis que |'abscisse de O est -Y2x.
La seconde loi de Newton s'écrit alors : md2(Yat} £ -Gm?3/x2 soit md2x/dt2 =-2Gm?/x2
dans |'étude précédente cette méme loi s'écrivai’x/dt2 = -Gm?2/x2
Pour la calcul de t2 il suffit de remplacer daagpgression de t1, G par 2 G : d'ou t2 = 2-%t1 =318

Le choc entre les deux boules est élastique :
Les boules rebondissent l'une sur l'autre ; agrébdc les boules s'éloignent symétriguement sleur
vecteurs vitesses on méme valeur mais sont decsetrsire.
Lorsque la distance de leurs centres est égal@aeles s'immobilisent puis enssuite elles vont se
rapprocher. Le mouvement est périodique, de péidtRle
Le choc entre les deux boules est mou :
A chaqgue choc la moitié de I'énergie cinétiquedesgipée en chaleur ; apres chaque choc les valeurs
des vitesses sont divisées par 2%-.

Les rebonds seront donc de plus en plus petitsddax boules s'immobiliseront I'une contre ['autre

Concours Capeselevement des virages, inclinaison du trainm@ides roueso07
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Les vecteurs sont écrits en gras et en bleu.

On s'interresse a un chemin de fer sur un sol plan horizontal, qui décrit une courbe en arc de cercle de rayon

R1 pour le rail n°1, a l'intérieur de la courbe, et R, = R;+L pour le rail n°2, a I'extérieur de la courbe, ol L= 1435

mm est |'écartement des rails en Europe. On supposera que L<<R;. On suppose que les roues du train ont un

rayon respectivement r, pour la roue en contact sur le rail n°1 et r, pour le rail n°2. Ces roues de chaque c6té
de la voie ferrée sont sur le méme axe A et sont solidaires ; elles roulent sans glissement sur les rails.

1. Exprimer le rapport A L,/AL; des longueurs parcourues sur les deux rails en fonction de R, et R;.

2. Exprimer le rapport A L,/AL, en fonction de r, et r.
3. Endéduire I'expression du rapport r,/r; en fonction de L et R;.

Variation du rayon des roues

1. Montrer que dans le cas d'un chemin de fer rectiligne, les roues doivent avoir un rayon identique

ri=ry=ro.
2. |l existe donc un systéme qui permet de faire "varier" le rayon des roues : posons ry = rg-0 et r, = rg+0.

On supposera d<<r0.
Effectuer un développement limité au premier ordre en & /ry du rapport r,/r; ; en déduire I'expression

de d en fonction de L, ry et du rayon de courbure R;.

Inclinaison du train

Les roues du train sont en fait des tron¢cons desde méme axe D, identiques et symétriques par

rapport a l'axe du train.
/ axe de la rouc

boudin

rail
lraverse

On suppose gue le plan est horizontal : la tr@vess horizontale et les rails verticaux. Le pdmt
contact du rail n°1 ( respectivement n°2) aveolgerest noté I( respectivemeng) L=I1l,. Hy (
respectivement §J est le projeté orthogonal de(Irespectivement) surA. On a doncyr= liH; et p =

I,H,. A fait un angley avec I'horizontale.

1. Exprimer sin yen fonction de L, r; et r, puis en fonction de R; et r.

2. Que vaut ydans le cas du chemin de fer rectiligne.
3. On considere qu'une inclinaison de 2% reste tolérable pour les voyageurs. Siro = 1,22 m calculer le

rayon de courbure minimum Ry yini.
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Expression du rapport A L,/AL; des longueurs parcourues sur les deux rails en fonction de R, et Ry :

AL; = Rya (a exprimé enradian)AL, = Roa ; ALJ/AL; =Ry / Ry

Expression du rappoft L,/AL; en fonction de, et r; :

Si les roues tournent d'un an@¢ radian) :
AL]_ = r]_B ;ALZ = r2[3 ;A Lz/ALl =) / r

Expression du rappor#/r; en fonctionde L et R.

rirh= R/ R = (L+R1) [ Ry ;rolri=L/R+1.

Variation du rayon des roues

Dans le cas d'un chemin de fer rectilignetdhd vers l'infini ; en conséquencér; =1 et les roues
doivent avoir un rayon identique=r,=ro.

On pose r=1p-0 et b = rp+d. On supposera d<gr

rofry = (10+8.) [ (15-8) = (1+3 /rg) / (-3 Iro) = (1+3 o) (1- 8 /rg)™
Effectuer un développement limité au premier oetré /ro du rapport #r; :

(1-8/rg) =1 43 /rg ; rolry =(1+8 Ir)? ; rolr, = 1+28 Iro.

Expression d& en fonction d&., rp et R;:

d'une part#r; = L/R1+1 ; d'autre partir; = 1+23 /1.
L/R1+1 =1+28/rp; LIR1 =28 /rp ; & = Yol ro/Ra.

Inclinaison du train

Expression dsiny en fonctionde L, k et , puis de R et k.
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siny =(ry-r1)/L avec § = 1p-0 et b = 15+ SOoit L-r1=20
siny = 20 /L avecd = Y2L1y/R.
siny = ro/Ri.
Dans le cas du chemin de fer rectiligne t€hd vers l'infini et sily tend vers zéroy =0.
On considere qu'une inclinaison de 2% reste tolénadiur les voyageurs. Si¥ 1,22 m

Calcul du rayon de courbure minimuRa mini

Rimini=ro/siny=1,22/0,02 61 m

Concours Capes intern&iscosimeétre a chute verticateo7

Les vecteurs sont écrits en gras et en bleu.

Données (a pression atmosphérique et température normale)

masse volumique de I'acipr=7,86 16 kg mi®, de la glycéring,=1,26 16 kg m?, ; g=9,81 m/s? ;
rayon de la bille r= 5,0 mm.

Une bille en acier, sphérique, de rayon r, est taaire immergée dans une solution de glycérine a
l'aide d'un électroaimant. A l'instant t=0, on l&da bille qui tombe verticalement. On étudie le
mouvement dans le référentiel terrestre , suppaliéen sur la durée de la chute.Les positions du
centre d'inertie de la bille sont repérés sur un@x, orienté vers le bas, muni d'un vecteur wueitai
et ayant pour origine O, position initiale du cerdfinertie de la bille.

Pour cette expérience, lI'expression de la valela fce de frottement est donnée par la formele d
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stokes f=6rmrv.
r : rayon de la bille en métre,: vitesse de la bille (m/g, : viscosité du fluide.

|. Bilan des forces

Qu'est-ce qu'un référentiel galiléen ?

Retrouver par analyse dimensionnelle, I'unité S.I de la viscosité du fluide.

Faire le bilan des trois forces qui s'appliquent a la bille.

Donner I'expression vectorielle de chaque force en utilisant les notations de I'énoncé.

Représenter ces forces sur un schéma ( sans échelle mais en respectant la direction et le sens de leur

somme vectorielle)

vk wN e

[I. Equation différentielle du mouvement

1. Montrer que |'équation différentielle régissant le mouvement est du type dv/dt = A+Bv ol A et B sont
des constantes. Donner I'expression littérales de ces constantes en fonction des données.
2. Vérifier que A=8,24ms>.

[1l. Exploitation d'une chronophotographie

Une chronophotographie a permis de tracer |'évariutie la vitesse en fonction du temps.

50.0 - scnscic gl i e — .
45,0
40,0
35,0
30,0
25,0
20,0
15,0
10,0 - : . i e ' NPT .
50 f S e i o
0.0 ¢ . i — i §

50,0 100,0 150,0 2000 250,0 3000 3!

f (en ms)

v ( en cm/s)

Une modélisation ultérieure donne I'évolution @eitesse de la formev(t) = vi(1-exp(-th)).

1. Décrire la méthode qui permet, a partir d'une chronophotographie, de mesurer la vitesse instantanée
d'n mobile.

2. Définir v, et T. Donner leur unités. Déterminer graphiquement les valeurs de ces deux grandeurs.

Exprimer v, et T en fonction de A et B.

4. A partir de la mesure de v, et des données, calculer la viscosité n de la glycérine. Les tables donnent

w
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N théorique = 0,83 Pa s. Comparer la valeur expérimentale et la valeur théorique ( on calculera I'écart
relatif). L'unité proposée correspond-elle a l'unité S.I déterminée précédemment ?

5. Déterminer graphiquement la date t; a partir de laquelle la vitesse devient constante. Quelle est la
position x(t;) de la bille ? le régime transitoire est-il facilement observable a I'oeil nu ?

6. Proposer un protocole pour mesurer la viscosité d'un liquide a partir d'une seule mesure de vitesse.

V. Etude énergétique

Soit un point C tel quegx 15 cm.

1. Déterminer I'expression puis la valeur du travail de chaque force appliquée a la bille, autre que la
force de frottement, lors du déplacement OC.

2. Ensupposant que la vitesse de la bille en C est vc=0,43 m/s, calculer le travail de la force de
frottement.

l. Bilan des forces :

référentiel: objet par rapport auquel on se repére pour ketludmouvement d'un systeme ; on lui
associe un repeére et une origine des temps.

référentielgaliléen: dans ce référentiel le principe d'inertie 6% Ibi de Newton s'applique " un po
matériel pseudo-isolé demeure dans son état de mpde mouvement rectiligne uniforme”.

Retrouvons par analyse dimensionnelle, I'unit@8& la viscosité du fluide

f : force ou masse * accélération ou masse * longmmp$ ; [fl=M L T 2.
61: sans dimension ; r : longueur]§ L. ; v : vitesse ou longueur / temps/}d L T™
n="f/(6mnrv);[n=MLT2 *TL?;[n]=ML T

Bilan des trois forces qui s'appliquent a la hille

poids: vertical, vers le bas, valeur mg avec m =T, ; P= 4/3mr>p; gi.

Poussée d'archimédeerticale, vers le haut, valeur #3p,g ; F= 4/3rr°p; g().

frottement vertical, vers le hautf=6rmrv(-i).

t<0,25s t>0,25s
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f=6r1rn7v IS -
= - f=-6mrnv
F=pgV T P
G c i
mfg‘+F+F=md—v - . mg+F+f=0
dt mg=p, Vg mg — plvg

Il. Equation différentielle du mouvement

La seconde loi de Newton ( écrite ci-dessus) $;é&rivant I'axe Ox : mg-F-f=mdv/dt
4/3rr3p, g-4/3m3p;, g -6mrv = 4/3p, dv/dt
9(1-p2 /py)-4,50/(r’py) v = dvi/dt

A=g(1-p; Ip1) ; B= -4,5/(r*py).

A =9,81(1-1,26/7,86)&,24 m &.

I1l. Exploitation d'une chronophotographie :

Apartir d'une chronophotographie, la vitesse irtstage d'un mobile se calcule a partir de :
V(ti)) = [OM;1-OMi.1] / (24At).
At durée petite, intervalle de temps séparant datonophotographies successives.

v, : vitesse limite de chute ( m/sy ; constante de temps (s).
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Mouvement
rectilione
unifonne -

e

I — St : L i

0.0 50,0 1000 150,0 2000 250,06 300,0 3500

t (en ms)

Expression d#, ett en fonction de A et B

v(t) = vi(1-exp(-th)) ; dv/dt =vi/t exp(-th) ;
repport dans I'équation différentielldv/dt = A+Bv
vi/T exp(-th) =A+Bv,(1-exp(-tf))
Expression vérifiée quel que soit t si : A+Bv0 soitv, = -A/B et sit = -1/B.

Calculer la viscosit@ de la glycérine

B = -Alv, = -8,24 / 0,425 =-19,47s; or B= -4,5)/(r’p,)
d'otin=-Br’py/4,5 = 19,4*(5 16)? *7,86 10/4,5 ;n= 0,847 kg nmt" s™.
Les tables donnemtisorique= 0,83 Pa s.
Ecart relatif : (0,847-0,83)/0,83 *1002=% ( donc accord entre valeurs expérimentale et itpéey
L'unité proposée correspond a l'unité S.I détermprécédemment :
pression (Pa) = force (N) / surface’)jms masse *accélération / surface ;

[pression * temps]=M L FL? T =ML *T*

A partir de la date t; =250 ms la vitesse devient constante. La position x(t;) de la bille est :
v(t) = vi(1-exp(-th)) ; par intégration x(t) =+ vitexp(-th) + Cte

Calcul de la constante : x(0) t+ Cte ; Cte =viT
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at =250 ms le termgrexp(-th) s'annule d'ou x{} =0,425*0,25 - 0,425 *0,050 = 0,085 m = 8,5 cm.
Le régime transitoire est facilement observableéilInu.

Protocole pour mesurer la viscosité d'un liquigmgir d'une seule mesure de vitesse

Lorsque la vitesse limite est atteinte, mesureiulgeAt correspondant au passage de la bille devant
deux repéres distants de d= 40 cm par exemple.

d'ou v = d/At puis procéder comme ci-dessus.

Soit un point C tel quege 15 cm.

Expression puis valeur du travail moteur ( desQathigooids, force constante, lors du déplacement
OoC:

W,= P*OC=4/3m°p; g xc ; W;=4/3*3,14%(5 10°)*7,86 10 *9,81*0,156,1 10° J.

Expression puis valeur du travail résistant dedlasgée d'Archiméde, force constante, lors du
déplacement OC :

W,= -F*OC= -4/3m °p, axc : W»=-9.7 10* J.

En supposant que la vitesse de la bille en C&%1,43 m/s, calcul du travail defiarce de frottemer

théoréme de I'énergie cinétique : Y5m0 = Wi+ Wo+W;.

Wi =omVe- Wi-W,, : avec m Z4/3mr3p; = 4,11 1C ka.

W; =0,5*4,11 10 *0,4% -6,1 10° + 9,7 10 =-4,7 10% J.
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Champ gravitationnel de la terre ; champ de pesanteur terrestre concours Capes interne
2008

Les vecteurs sont écrits en gras et en bleu.

La tere est assimilée a une sphere homogéne de €@nle masse M et de rayon @n note r=0OM |
distance du centre de la terre au point M,et OM/r.

On note G, la constante de gravitatio®gl) le champ gravitationnel créé par la terre en M.
G=6,67 10 Nm’kg? ; M= 6 10 kg ; R= 6380 km.

Soitp la masse volumique de la terke fait d'assimiler la terre a une sphere homogeneevient a
faire quelle hypothése suip ?

La masse volumique de la terre est constante. @ppacette constante.
Exprimer po en fonction de M et R. Calculerpo.
volume d'une sphére : 418R% ; pp =3M/(4 TtR®) avec R= 6,38 1om.
Po = 3*6 104 /(4*3,14%(6,38 16)°) : po =5,52 16 kg m* proche des 10° kg m™.

Exprimer le champ gravitationnel créé par la terreen un point M extérieur a la terre, situé a la

distancer.
AM) =G M (—i,)
2
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Quelle est la topographie des lignes de chan?

Par raison de symétrie, les lignes de champ sdidles.

Exprimer puis calculer le champ gravitationnel créé par la
terre a sa surface.

valeur de ce champ oA GM/R.

Ao = 6,67 10'*6 10°Y(6,38 16)* =9,83 m/é proche del
10' m/<.

Exprimer le champ gravitationnel a une altitude h a1 dessus de la surface de la terre. Que
devient cette expression si h<<R

a0 =6 _(5)=a 2 (ci)=a,- D _.a1-2) g
A = 6 (1) = Ay () =40 X a1 T )

On pose AA=A(h)-A,. Calculer |AA/A,| pour h =10 km.

A(h)-Ag = -A (2h/R) ;IAAIA (| = 2h/R.

IAA/A | = 2*10/6380 = 3,1 16 = 0,31 %.

La variation est trés faible. Ce champ peut étresicléré comme
constant tant que h est inférieur a 10 km.

C'est le cas des tirs balistigues ou des lachéslttn en

On suppose que le référentiel terrestre est galilée
Comment définit-on un référentiel ?
Un référentiel est un objet par rapport auqueltodié le mouvement d'un corps.
Comment définit-on un référentiel galiléen?
Dans un référentiel galiléen, les lois de newtapgiquent.
Rappeler la loi fondamentale de la statique des fldes dans un référentiel galiléen
Pa-Pe = PY(ha-hg).
pression en Pa ; masse volumiguen kg n* ; g en m/$; h : altitude en m.

Quelle est l'allure de la surface libre des océars
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La terre est considérée comme une sphére homogeariabsence de vent, la surface des océans est ¢
la méme distance du centre de la terre.

En négligeant la rotation de la terre, la surfaeéehu est plane.

Influence de la rotation de la terre.

La tere est animée d'un mouvement de rotation iméautour de I'axe des pdles, a la vitesse
angulairew=7,29 10° rad/s. Soit M un point de la surface situé afitde\.

Faire un schéma indiquant sur un quart de circonféence, le péle nord P, I'équateur E, le point
M, la latitude A, le vecteur vitesse angulaireo.

P

0

Le référentiel géocentriqguesRest supposé galiléeBomment définit-on ce référentiel?

Le référentiel héliocentrique a pour origine leetladt des axes pointant vers des étoiles loinsaine
paraissent fixes.

Le référentiel géocentrique a pour origine le eedt la Terre et des axes paralleles a ceux du
référentiel héliocentrique.

Exprimer, dans le référentiel géocentrique, la vitese du point M, notée/(M) g, €n fonction de R
w, A et d'un vecteuru, que I'on représentera sur le schéma
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L

M

M) g = @ ANHM

ViM)pgz = O R cos &

Déterminer puis calculer la valeur de cette vitessen P et en E
Au point P, cette vitesse est nulle ; au pointdsXc=1 et v(E)=w R.
V(E) = 7,29 10 *6,38 10 = 465 m/s
Exprimer, dans le référentiel géocentrique, I'acéléation du point M, notée a(M)ga, €n fonction

de R,w, A et d'un vecteuru, que I'on représentera sur le schéma

v

MMDse ="

a,

a(Mge = ®° R cos A

Déterminer puis calculer la valeur de cette accélétion en P et en E

Au point P, cette accélération est nulle ; au pBintos =1 et a(E)=’ R.

a(E) = (7,29 16 )*6,38 10 = 3,39 10° m/<’.

M assimilé a un point matériel de masse m, est fixé a un fil a plomb immobile a la surface de la terre.

Appliguer la relation fondamentale de la dynamigud(m) dans le référentiel géocentrique. On
suppose que M(m) n'est soumis qu'a la force gtawitaelle exercée par la terre au point M et a la
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tensionT du fil.

= 1'1' ’)
T +G%(—ﬂ’,} =m & R cosdi,

ey
i

E

Dans le référentiel terrestre, le poids de M(m)dés$ini comme I'opposé de la tension définie
précédemment.

Déterminer I'expression du champ de pesanteug(M) dans le référentiel terrestre

meg=aG 22 (—u, )+ m @ R cosA 1,

g=-G—1i, +® Rcosiu,

-
i

g = —A,ii, + ® R cos A,
Soit g(P) et g(E) la valeur du champ de pesanteund® et en E Déterminer puis calculer g(P) et
9(E).
valeur de g(P) = A0 = 9,83 nils
valeur de g(E) = &u’R = 9,83-3,39 18=9,796 = 9,80 mfs

La valeur de g(M) est différente au pble et a l&qur : la surface libre des océans ne sera pas.pla

Influence de l'aplatissement de la terre aux niveaux des péles.

La terre est aplatie aux niveaux des péles, cengdiifie I'intensité de la pesanteur.
Rp =6357 km ; R=6378 km.

Les résultats expérimentaux conduisent & : g(PB2 8/S$ et g(E) 9,78 mfs
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Les écarts sont dus pour 2/3 & la rotation et R son applatissement.

En 1672, J.Richer constate qu'une horloge parfaiéméglée a Paris, retarde de 2 min par jour a
Cayenne.

On modélise le balancier d'une horloge par un persgimple de longueur L.
Rapeller I'expression de la période T d'un pendulsimple.
T=2m[L/g]™

On suppose que le champ de pesanteur & Paris=8s840 m/é et que le champ de pesanteur &
Cayenne estqF 9,780 m/& La longueur du pendule est L=1,000 m.

L'horloge est parfaitement réglée a Paris.
Quel est le retard de cette horloge, par jour, sile est transportée a Cayenn@
période a Paris : #[9,810]” = 2,0060667 s.
période & Cayenne :12[9,780]" = 2,009141 s.
Retard : 3,0744 1¥s.

retard par jour : 24*1800*3,0744 $&:132,8 s = 2 min 13 s.

Les électrons interagissent avec la matiere eaimeaint la production de rayonnements mesurables
par des détecteurs.

On donne le schéma de principe d'un microscopéréteque a balayage.

& canon & électrons

i fuisceau Hlectronique
TR lentille mapgnétique

générateur de
balayage i

déflecteur lectromagnétique

TR lentille magnétique

systEme
d'acquisition - e échantillon
et daffichage { ]
I A dédecteur de rayonnements
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h=6,6210%Js;c=3,010m/s;e=1,616°C;m=9,1 15 kg.
On écrit les vecteurs en gras et en bleu

Dualité onde corpuscule.

Quelle était la nationalité du physicien De Brogli&
Francais.
Qu'est-ce que la dualité onde corpuscul@

Dans l'infiniment petit, tout objet présente un bleuaspect
corpusculaire et ondulatoire :

les aspects corpusculaire et ondulatoire sont ara@pes. Une
particule élémentaire se comporte a la fois comneeamnde et un
corpuscule. En réalisant une expéreince on obs$erveu l'autre d
ce double aspect.
Comment appelle t-on usuellement le corpuscule derhiére ?
Le photon.
Donner un exemple d'expérience s'interprétant a pdir de
I'aspect ondulatoire de la lumiére et un autre exepie
d'expérience s'interprétant avec son aspect corpusiaire.

Les expériences de diffraction et d'interférenced expliquées par
la nature ondulatoire de la lumiére.

L’effet photoélectrique s'interprete on considélaspect
corpusculaire de la lumiére.

Donner l'expression usuelle de la quantité de mouwgent d'un
électron dans le cadre de la physique non relativis

p=mv.

Vérifier par analyse dimensionnelle que la quantitén/p est
homogene a une longueur d'onde

h : énergie multipliée par un temps ; une énergieiestforce fois
une distance ; une force est une masse fois urééaaton (
distance divisée par un temps au carre).

dou:[h] =M AT

p : masse fois distance divisée par un temps. []I=T ™. Par suit:
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[h/p] = L.

Dans le canon a électrons, les électrons supposémiement au
repos sont accélérés sous une tension U = 100 kV

Préciser sur un schéma du canon ( ou les électrosgnt accéléré
de hau en bas) l'orientation de la différence de potendl U ainsi
gue la direction et le sens du champ électrique.E

Exprimer en fonction de m, U et e la vitesse acquise en sortie du canon par les électrons en utilisant la
physique classique. Faire I'application numérique et commenter.

Le poids de I'électron est négligeable devantieef@lectrique.
Travail moteur de la force électriqgue : W =e U
Ecrire le théoréme de I'énergie cinétique ik E g¢pan= €U
1,mv-0 = eU ;v = [2eU/m]”
v =[2%1,6 10"* 10°/ 9,1 10**]*=1,87 1§ m/s

Cette valeur est proche de la vitesse de la lumikrenécanique classique ne s'applique plusaui f
faire intervenir la mécanique relativiste.

Calculer la longueur d'onde associée au faisceauétictrons

A =h/p =h/(mv)=6,62 10/ (9,1 10°** *1,87 1) =3,9 10"* m.

En mécanique relativiste, I'énergie cinétique et la quantité de mouvement de I'électron s'écrivent
respectivement :
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Exprimer a nouveau la vitesse acquise par I'électroen fonction de e, U, m et c. Faire
I'application numérique.

eU/(mé)= 1,6 10"* 10°/ (9,1 10*** 9 10'°) =0,195 ; (1+0,195j= 0,700 ; (1-0,70()=0,5474
v =3 10*0,5474 =1,64 1§ m/s.
Calculer la longueur d'onde associée au faisceauétiectrons
A = h/ (mv) [1-V#/c?]”; 1-(vicP=1-(1,64/3 §=0,700 ; [1-¥/c’]* = 0,8368.

puis : 6,62 1§/ (9,1 10** *1,64 1¢) *0,8368 =3,7 10" m.

Un vide poussé est réalisé dans |'enceinte ol se propage le faisceau électronique.
A quoi cela sert-il?

Il faut éviter les chocs entre les électrons ehtegécules d'air. Ces collisions disperseraient le
faisceau.

Calculer, en précisant la valeur de la longueur d'nde utilisée, la valeur de la limite de
résolution d'un microscope électronique donnée par

dimin = 0,61A/0y. Prendexy = 0,01.
Amin = 0,61 *3,7 10/ 0,01 2,3 10*m.

Valeur trés inférieure a la limite de résolutionrdicroscope optique ( voisine du micrometre) : la
résolution du microscope électronique est donclew# que celle du microscope optique.

Doit-on augmenter ou diminuer la tension accéléraice U pour espérer améliorer la résolution
des images obtenue®

A wy constant, augmenter la limite de résolution, desinuerA.
Or A = h/ (mv) [1-¥/c?]™, il faut donc augmenter la vitesse v st dire augmenter U. Mais dans

cas on risque de voir se produire un phénoménéadeaage électrique entre les parties métalliques
soumises a une forte tension.
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Circuit a looping; théoréme de I'énergie cinétiquepase de
Frenet capesa 2004

Un chariot de masse m de dimension négligeable se déplace sur un rail situé dans un plan vertical. Les
frottements sont considérés comme négligeables.

Le rail est constitué de plusieurs parties : unéiqnode cercle AB (rayon fanglea;) une partie
rectiligne BC de longueur L puis une portion deckeCD de rayon;rsuivie d'un tour d'hélice :
DEFG, de rayonyret d'axe horizontal (voir schéma), prolongée parportion rectiligne horizonta
GH.

On considere pour la résolution de I'exercice quaoktion de circuit constituée par un tour d'helic
et le segment rectiligne GH sont contenus dankale\ertical de la section initiale. La droite B&t
tangente en B a la portion de cercle AB et est @mentangente en C a la portion de cercle CD.

Le chariot est laché sans vitesse initiale du pdirdn note g l'intensité du champ de pesanteur
terrestre.

Le référentiel terrestre est considéré comme galilé

Do G H

Données g=9,81 m3; m=1000kg ;r=2,5m;5=2,0 m.

Dans un premier temps d, = 50°.

Donner l'expression littérale de la vitesse du ch@t en B en C puis en D en fonction deyfL,
o et o}

Le chariot est soumis & son poids et a l'actioaughport.

L'action du support est constamment perpendicuialeevitesse ( absence de frottement) et, en
conséquence, elle ne travaille pas.
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Parcours AB : le travail du poids est moteur en descente

La différence d'altitude entre A et B vayt=hr;(1-cosa; ) ; travail du poids : W mgh, = mg r(1-
cosa1)

variation de I'énergie cinétiquAEc = ¥2mVg-0 = Yamvg.
théoréme de I'énergie cinétique : ¥4 mg k(1-cosay) ; V’g = 2g f(1-cosay).

Vg = [2g ni(1-cosay )]~

Parcours BC : le travail du poids est moteur en descente

La différence d'altitude entre C et B vagthLsinay;
travail du poids : W= mgh, = mg Lsina.

variation de I'énergie cinétiquAEc = YamVe-YamVs.

théoréme de I'énergie cinétique : Ysgnwvamvis = mg
Lsin ay.

VZe =% +2g Lsinay.
— /2 : Y%
Ve = [ve+2g Lsinaj] ™
Parcours CD: le travail du poids est moteur en descente

La différence d'altitude entre C et D vaygt=r;(1-cosa, ) ; travail du poids : \A& mghs = mg r(1-
cosq;)

variation de I'énergie cinétiquAEc = YamVp-YamAc.
théoréme de I'énergie cinétique : Y8gv2mvic = mg K(1-cosay) ; VVp = Ve +2g K(1-cosay ).

Vp = [ V% +2g ri(1-cosay )] %

Déterminer la vitesse du chariot a son passage en M sur I'hélice

(assimilée 3 un cercle) repéré par I’angle 6.

Parcours DM : le travail du poids est résistant en montée.

La différence d'altitude entre M et D vayt=hr,(1-cos8) ; travalil
du poids : W= -mgh4 = -mqg p(1-cos8)
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variation de I'énergie cinétiquAEc = Yomvy-Y2mvip.

théoreme de I'énerqgie cinétigue :

YomvAy -¥emVp = -mg B(1-c0s8) ; VA = VP -29 K(1-cosB).

vw_= [ V°p-29 rx(1-cos)]™

En déduire la condition sur L pour que le chariot arive en E (B =90°).
On atteint E si la vitesse en ce point est posiiveulle.
Or Ve = V?p-20 1(1-c0s90) = V25 -2g b
d'ol : Vp>=2g b.
Or V’p = Ve +2g r(1-cosay ) et Ve =V5 +2g Lsina; et Vg = 2g K(1-cosa )
v’b = 2g K(1-cosay ) +2g Lsina; +2g r(1-cosas )
v’b = 2g( i+ r)(1-cosay ) +2g Lsinay.
d'ou : 49 f(1-cosa;) +2g Lsina;>=2g b.
2g Lsina;>=2g k-4g n(1-cosay)
L >=[r,-2 ry(1-cosay)] / sin as.

Etablir I'expression littérale de la valeur limite de L notée L,, pour que le chariot arrive en E. Calculer sa
valeur.

L1=[ r2-2 ry(1-cosas )] / sin a;.

L; = [2-5*%(1-c0s50)/sin501.; = 0,28 m

Etablir I'expression de I'intensité de la réaction R de la piste en un point de la trajectoire entre A et B
repéré par I'angle a.
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R +mg =ma
H

3 i)

— v v
sur n :-R+mg cosa= m—PjR:m[g cosu——PJ
L 5

0

En déduire son expression en B. Calculer sa valenumérique. Conclure
V2e/n= 29 (1-cosn; ) ; Re= m[g cosa;-2g (1-cosay)] ; Rs= mg [3 coso-2].
Rg= 1000*(3 cos50-2) =-72 N
Le solide a décollé ( quitté la piste) avant diatiee B.
Déterminer la valeur dea quand le chariot quitte la piste entre A et B
Rg=0 = mg [3 con-2] soit cosa = 2/3 ;a = 48°.

A partir de cette question on va choisir une noueevaleur a; = 45°, afin que le chariot ne quitte
pas la piste entre A et.B

Etablir I'expression de la réaction du rail sur sapartie rectiligne BC. Calculer sa valeur
R= mg cosa; = 1000*9,81*cos45 6,9 10 N.

Etablir I'expression de la réaction du rail sur lapartie circulaire (de rayon r,) en fonction de®,
m, g, I, 2, a1 et L (le chariot circule a l'intérieur du cercle).

R +mg =ma

-

Vi
e

R —mg cost=m

I

Fa

R :m[g cos 6+ m]

V2m = Vb -20 B(1-c0s8) ; Or Vb = Ve +2g r(1-cosay ) et Ve =v’g +2g Lsinas et Vg = 29 K(1-cos
o1).

v2m = 29 K(1-cosay ) +2g Lsina; +2g r(1-cosa ) -2g K(1-cosh).
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v2m = 49 K (1-cosa; ) +2g Lsinay -2g K(1-cose).
V2m Iro= 4g 1 /1, (1-cosay ) +2g/k Lsin a1 -2g(1-cosD).
R = mg[3 co®-2 +2[ 2r1 /ry(1-cosay) + L/rosinaq]].
Déterminer la condition sur L pour que le chariot puisse parcourir la boucle
La réaction du support doit étre positive ou nldksqued= 1t
3 cogt2 +2[ 21 /ry(1-cosay) + L/rzsinay [>=0.
2r1/rp(1-cosay) + L/rsinay >= 2,5.
L/r,sinay >= 2,5- 25 /r, (1-cosay)
L>=[2,5- 2r1/ry(1-cosay)]r2/ sina;.
En déduire I'expression de la valeur minimale de Inotée L,. Calculer sa valeur numérique

Lo=[2,5- 2r/r2(1-cosay)]r2/ sina;.
L,=[2,5-2,5(1-c0s45)]*2/sin4d5%0 m

Par raison de sécurité, on veut que la réaction idul soit toujours supérieure au quart du poids
du chariot

Déterminer la nouvelle valeur minimale Lg, permettant au chariot d’arriveren G en toute
sécurité, apres un tour. Calculer sa valeur numérige.

3 cogt2 +2[ 2 /rp(1-cosay) + La/rsina ]=0,25
2r1/rp(1-cosay) + Lafrosina;=2,75
La/rosina;=2,75 -2§ /rp(1-cosay )
L3=[2,75 -2r, /r3(1-cosay )]r 2 /sin .

L3=[2,75-2,5(1-cos45)]*2/sin4557 m

On choisit L = L3, le chariot se retrouve en G apreés voir effectué un tour.
Calculer vg apres ce tour
Vp =Ve= [ Vi +2g r(1-cosay)]” ; Vi =V’ +2g Lsina; et Vg = 29 K(1-cosay ).

Ve= [ 29 r(1-cosay) +2g Lssin o1 +2g r(1-cosay)]”;
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ve= [ 2g[2ri(1-cosay) + Lssin aq]] .
Ve=[ 2*9,81[5*(1-cos 45) + 5,9*sin45{]; ve= 10,4 m/s

Il aborde alors la derniére partie rectiligne (GH)e la piste sur laquelle il subit une force de
freinage de valeur f=mg/4

Calculer la longueur minimale DS = OH de ce circuit looping pour rester dans des conditior
de sécurité

Sur cette partie horizontale seule la force denége travaille, le poids et I'action du plan étant
perpendiculaires a la vitesse.

Travail résistant des forces de freinage : W =Sf9-mg DS/4.
Théoréme de I'énergie cinétique : 0-%2gw-mg DS/4.

v?e=g DS/2 ; DS= 2%/g =2*10,4/9,81 ;DS= 22 m

Acoustique : onde sonore ; émission, propagationgceptionConcours Caplp externe
2008

Production d'un son.

Indiquer la diférence entre un bruit et un son mustal.

Un son musical est un son possédant une hautevy ifiest caractérisé par son timbre.On le
symbolise par une note.
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Bruit : toute sensation auditive désagréable et génante.
C'est une vibration de I'air qui se propage.
Citer deux sources émettrices de sons musicaux

Vibration d'une corde de guitare ; vibration d'fine lame de bois fixée sur le bec dans une
clarinette.

Citer deux sources émettrices de bruit ou sons nanusicaux

Lame, corde vibrante ; dans le cas instruments €lgvres" , les vibrations sont produites au nivea
de I'embouchure : I'air y est injecté par boufféasduisant a une série de tourbillons.

Les 3 qualités physiologiques des sons musicaux $hauteur, l'intensité et le timbre
Préciser ce que chacune de ces qualités permet dstithguer et indiquer ce qui la caracterise

Une note de musique est caractérisée par sa hagtandeur liée a la fréquence fondamentale du
son qu'elle représente.

A hauteur identique, les sons émis par deux ingnisndifférents ne résonnent pas de la méme
maniere. Le timbreésulte de la combinaison d'un son fondamentd etes harmoniques.

Intensité d'un sonamplitude de la vibration, qui se mesure enluidsi

Dans le cas d'un son complexe, définir le fondameaitet les harmoniques
Le fondamental est 'harmonique de rang 1.
Les harmoniques d'un son musical ont des fréquanaéiples de celle du fondamental.
Définir un son simple ou son pur ? Préciser la nate de la vibration.

Son pur : une seul fréquence ( exemple dualladiapason) ; la vibration est sinusoidale.

Propagation d'un son :

Décrire une expérience simple permettant de mettre
en évidence la nécessité d'un milieu matériel pour
gu'un son puisse se propager

Faire sonner un réveil dans une chloche a vide dans
laquelle on a retiré I'air : aucun son n'est pergu.

On considére un tube cylindrique rectiligne contenant de |'air a I'entrée duquel on place une lame

vibrante émettant un son.
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Réaliser un ou plusieur(s) schémayf(s) et expligueomment le son se propage dans le tube,
en précisant la grandeur physigue gui permet cettpropagation.

Un modeéle permettant d'étudier la propagation das sonsiste a découper le milieu de
propagation en tranches identiques susceptibles demprimer et de se détendre. On fait
correspondre a chague tranche un chariot et uortess

tmmh:st___h .
® |

ZIN

chariot

1

Une breve impulsion sur le premier chariot permet de simuler la propagation d'une onde progressive

longitudinale : propagation d'une variation de pression.

/b
W

. ~
Compression Dépression

Une onde sonore est caractérisée par deux péridgéicNommer et expliquer ces deux
périodicités.

Période temporelle T = 1/ f ( exprimée en seconde)

Période spatiale ou longueur d'orddém) : A = cT

La lonqueur d'onde est la distance entre deux oiomnsécutifs se trouvant dans le méme état
vibratoire.

Définir la longueur d'onde sonore a partir de I'exgession de la viration en un point de
I'espace?

Deux points se trouvant dans leme état vibratoire ( en phase) sont distants dumbme entie
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de longueur d'onde.

Donner I'expression de la célérité d'une onde

c =A f avec) : longueur d'onde (m) et f : fréguence (Hz)

Proposer un montage expérimental permettant de détainer la célérité d'une onde sonore

A.N : f= 2000 Hz : milieu de propagation : I'aic= 340 m/s calculer la période T et la
longueur d'ondeA.

T =1/f = 1/2000 5 10* s

A =c/f = 340/2000 6,17 m

Dans cette question, on se limite au cas particulier des ondes acoustiques planes se propageant dans un
milieu homogeéne et compressible suivant une direction x'x.

Pour cela, on étudie les variations de volume girdssion d'un gaz emprisonné dans un tuyau droit
de section S lorsqu'une onde acoustique se prajzagele tuyau.

Dans I'étude suivante, on considere une tranclyazieentrée au poing.x

x, ............kl.].._...ﬂl.x;r.,z-. .........-.-.........Ki.n ............ ..i_ﬂ.;_ﬂ_.x.;..z.---- -

2 AX >

La propagation des ondes sonores dans les gaa géhéral un processus adiabatique. Dans ces

conditions on peut écriteVV¥=Cte.(1) y est le rapport de la chaleur massique & presiostaoie st
la chaleur massique a volume constant.
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On appliquera la théorie des gaz parfaits a labranle gaz considérée. La température absolue a
I'équilibre sera noté€€y et la pression a I'équilibre sera nolge

Prende la différentielle logarithmique de (1) et egrimer en fonction dey et R, le coefficient de
compressibilité isothermex( en Pa’) est défini pa :

X=-1/VV . AV/AP.
log P +ylog V = log Cte ;
dP/P +ydV/V =0 ;-ydV/V = dP/P ; -dV/dP = VIyP) ; -1/V. dV/dP =1/yP).X=1/ (yP).

La réponse a la question précédente permet d'egplanvitesse v du son dans un gaz parfaivpar
[VPo /pa] 7.(2) lorsquepo est la masse volumique du gaz.

Exprimer la vitesse v en fonction dg/, R, Topet M( masse molaire du gaz)

Loi des gaz parfaits : PV = nRT avec n = massagsa molaire ; n = m/M et masse volumigue
m/V.

P = mRT/(VM) = m/V. RT/M =p RT/M ; Pp = RT/M
Repport dans?) : v= [yRT/M] *.
A.N : calculer la vitesse du son dans l'air a la tapérature de 20°C M = 29 g/mol.
T =273+20 =293 K ; M= 0,029 kg ; R= 8,32 J ifi¢t* ; y=1,4.

v = [1,4*8,31*293/0,029f =343 m/s

Réception d'un son.

Soit une source S, considérée comme ponctuelle&émeat un son. On appelle puissance acoustique
la puissance P(watt) rayonnée dans l'air par unes® sous forme d'une onde sonore. L'air étant
assimilé a un milieu élastique homogene et isotrigsesurfaces d'onde sont donc des sphéres

concentriques de centre S.
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On appelle intensité acoustique notée | et exprimée en
W m?, la puissance acoustique qui traverse une unité de
surface. On considére deux surfaces d'onde de rayons
respectifs ry et r, avec ri<r,.

Exprimer en fonction de r; et r,, le rapport [ A/l g S
des intensités acoustiques\len A et Is en B.

P : puissance acoustique de la source sonore A\{‘
P = h41my%; P = b.4TT,° ;
|alls = 12 1% =(rolr 1)>.
A une distance d= 2 m d'une pompe a chaleur ( source émettrice dsom), l'intensité acoustiqu
est h = 107 W mi®,
Calculer l'intensité acoustique b a une distance d= 10 m de cette méme pompe
|, = 11 (di/dy)? = 10%0,22 = 4 10° W m™,
En déduire le niveau acoustique L a cette distanake 10 m lo = 102 W m2
L = 10 log(b/lo) = 10 log (4 16 /10%?) =66 dB
On souhaite que le niveau d'intensité acoustiqued#passe pas 30 dB a 10 m de la source
Quelle doit étre la puissance acoustiqgue maximale,Rlu son émis par la pompé&
Pu = 4md?; 1=1,10""° = 10"* 10° = 10° W m?,

Py = 4*3,14*10° *100 =1,3 10° W.

Perception d'un son :

Chez 'homme, l'oreille est I'organe de percepties sons.

Le diagramme ci-dessous donne les variationsriterisité acoustique | en fonctide la fréquence
(Hz) des sons percgus ; ces courbes définissehala auditif humain.
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Le champ auditif humain
A partir du diagramme donné :

Situé sur un axe gradué de facon logarithmique enéquence, les zones correspondant aux
infrasons, aux ultrasons et au domaine de l'audiiié.

Pour le domaine de l'audiilité, situer la zone corespondant aux sons aigus, aux sons médiurn
aux sons graves

w r

| >
100 o 1000 4 )I 0 10° 2 10* 10° f ( Hz)

Préciser a quoi correspondent les courbes;@t C,. Quels noms portent ces courbe®

10

C; : seuil de la douleur ; &euil d'audibilité.
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La valeur de l'intensité acoustique de référence ks= 10" W m.
Préciser a quoi correspond cette valeur et, a partdu diagramme, justifier ce choix
La sensibilité de I'oreille est maximale vers 1600

Si on se situe uniqguement dans la zone des sons\gs, cette valeur retenue pourglest-elle
encore justifieée ? Pourquoi?

La sensibilité de l'oreille diminue dans le domailes sons graves ( 20 Hz < f <500 Hz).

On assimile I'oreille humaine & une surface d'aire S= 0,6 10° m®.

Calculer I'énergie recue par cette oreille en uneournée si le niveau d'intensité acoustique est
constant et égal a 30 dB

Intensité acoustiqué = I, 107*° = 102 * 10% = 10° W m”™.
Puissance acoustique de la sourcg =P. S =10° *0,6 10° =6 10" W.
At=1 jour = 24*3600 =8,64 TG ; Energie = f7*At =6 10 8,64 10 =5,2 10'° J.

Indiquer la forme des pavillons des appareils porte/oix et sonotone. Préciser pour quelle
raison ces appareils ont leur efficacité

Le pavillon est évasé : on atténue la dispersiola darface d'onde ; on amplifie le son de la voix.

Reproduire I'axe gradué ci-dessous en associant abxuits de la liste suivante les valeurs des
niveaux d'intensité acoustique indigués machines rotatives d'outillage - campagne plaisib
passage d'un train en gare - petit bureau calnateau piqueur - conversation animée - avion au
décollage.

Avion au

Idachines

Cs;ziﬁze outils decollage
40 120 140
| | | I
[ o
L (dB)
Burean Conw grs:’ﬂ:ion Martean
calme ANEE £l gquelr
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Les oscillations mécaniquesoncours caplp interne 2009

Extrait d'un sujet de bac professionnel :

La vérifications des performances mécaniques dadpension d'une voiture dans le cadre du
contrble technique est obligatoire tous les dewsx Bim des éléments fondamentaux de cette
suspension est constitué par le ressort. La camestiEnraideur du ressort ainsi que la période propr
de l'oscillateur élastique représenté par le réssont deux critéres pris en compte lors de cette

vérification.

—
e
—
—
—
=
—
—

Un solide de masse m accroché a I'extrémité lilne itssort constitue un pendule élastique. On
étudie I'quilibre de ce solide. Utiliser le disgdsii-dessus, accrocher les difféerentes masses
marquées a l'extrémité du ressort, noter les lamgugprises par le ressort. Compléter le tableau ( g

= 9,81 N/kg).

masse (kg) 0,1/0,12510,15 0,175 |0,2

F=P (N)
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l1-lo (m)

k=F/(l1-lo) (N/m)

k est le coefficient de raideur du ressort. CalcaleN/m la valeur moyenne de k.
Déterminer la période propre de I'oscillateur ( seas ressort).
Proposer un protocol expérimental pour déterminer & période propre de l'oscillateut

Accrocher une masse m = 150 g ( par exemple) aontesécarter la masse de sa position d'équilibre
de quelques centimétres vers le bas, puis la lacher

Mesurer la durée de 10 oscillations ( 10 périodeaiye plusieurs mesures et calculer la moyenne.

Etude de I'équilibre

Effectuer le bilan des forces qui s'exercent sur lenasse marquée
Poids : verticale, vers le bas, valeur mg.
Force de rappel exercée par le ressort, oppospeias, valeur kgHlo)
Le systeme étant a I'équilibre, énoncer le premigorincipe de Newton
Dans un référentiel galilen, un solide pseudo-issi&
- soit au repos ( si la vitesse initiale est nulle)
- soit son centre d'inertie est animé d'un mouvemestiligne uniforme, et réciproquement.
Ecrire la condition d'équilibre : mg = k(k-1o)
Oscillations non amorties.

On écarte le solide de masse m d'une distap@elx
dessous de sa position d'équilibre, puis on Isdais
osciller librement, aprés l'avoir laché sans viess

initiale,a l'instant =0.

Enoncer le second principe de Newtan

Dans un référentiel galiléen, la somme vectorigdes
forces extérieures appliquées a un solide est @gale
produit de la masse M du solide par l'accéléradimisor
centre d'inertie.

Appliguer ce principe et en déduire, dans le cas géral, I'équation du mouvement du centre
d'inertie du solide.
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On note x(t) I'écart entre sa position a l'instagttsa position d'équilibre.On prendra

tension du ressortverticale dirigée vers la position d'équilibre, appligt

au point de fixation masse ressort, valeur propontelle a la déformation

—_
% F poids: vertical, vers le bas, appliqué au centre di@evaleur : mg
T+ﬁ=m§ LJ
[ du ressort.
| m

i L=}

L'origine de l'axe est la position d'équilibre $athu systéme masse ressort :

L
&£
< T

L J

Lo L
< . v P
T
écarté de sa position d'équilibre le ressort ascill
P

mg-k(L-lp)= m d2x/dt?
a l'équilibre : mg = K(kegLo)
mMg-K( Leg+X-lo)= m d2x/dt?

Mg-K( Leg-lo) - kKx =m d2x/dt? ; or mg = K(d¢Lo)
m d2x/dt2 + k x=Q(1)

Pulsationuy (rad &) :
o = [k/m]” d'oti I'écriture de (1) : d2x/dt2afo X = 0 oux” +wp X =0. (1)

La solution de cette équation peut se mettre sofminex(t)=A cos(Bt) ou A et B sont des
constantes positives non nulles :
Calcul de B pour que x(t)=AcosBt soit solution ejliation différentielle.
dériver deux fois par rapport au temps :
X' = AB (-sin (Bt) ; X" = -ABcos(Bt)
repport dans (2) : -Afos(Bt) +w’6A cos(Bt)=0 ; B=uy,

On éloigne la masse de sa position d'equilibre d'une quantité x,,, on a donc a t=0, x(0)=x, ;
a partir de cette condition initiale,on détermine la constante A en fonction des données du probléme.
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x(t=0)=A cos(0) = d soit A=x,.
X(t) = X, cos (Gpt).

Montrer que la période propre du pendule est To = 2t [m/k]*
o = [kim]?=21/Ty ; d'ou : =21 [m/k]”

A.N : calculer le coefficient de raideur k, la période popre, la fréquence propre, la pulsation et
écrire I'équation du mouvement

m=1189g;4=10cm;{=12,7cm; % =1,8cm; g=9,81 N/kg.
k = mg/(k-lp) = 0,118*9,81 /(0,127-0,10) =42,8229 N/m

To = 2Tt [m/k] ™= 6,28 [0,118/42,87%0,3296 9,33 s; fy = 1/Tp =1/0,32963,0 Hz; wy = [k/m]*
=[42,87/0,118F =19,0 rad/s

x(t) = 1,8 10 cos (19 t).

Etude énergétique.

Ecrire I'expression de I'énergie mécanique du systée masse ressort
On prend l'origine de I'énergie potentielle a laipion d'équilibre x=0.
En = YamV? + Yk¥.
Démontrer que I'énergie mcanique du systeme massessort est constante
Si x= X, la vitesse est nulle, I'énergie mécanique est fmme potentielle élastique E Yzkx..

En l'absence de frottement, I'énergie mécaniquesserve : | = Y2kx,> =amVf + 2k =
constante.

Calculer I'énergie mécanique du systeme
Em = Yokxy” =0,5*42,87*0,018 =6,9 10° J.

Etude des oscillations amorties
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La masse marquée baigne dans un liquide. Depuis sa position d'équilibre, on
écarte verticalement le solide de masse m d'une distance x,, =1,8 cm avant de le

laisser osciller librement

, - Liguide
Enumérer les forces qui s'exercent sur la masse.m

poids, force de rappel exercée par le ressortefdecfrottement fluide
exercee par le liquide.

On écrit les vecteurs en gras et en bleu

On notef = -a v la force de frottement fluide, axtiest une constante ete vecteur vitesse de la
masse en translation verticale.

Ecrire sans la résoudre I'équation différentielle gi traduit le second principe de Newton

écrire cette loi sur un axe vertical dirigé vers
le bas ; I'origine de |'axe est la position

—_ d'équilibre stable du systéme masse ressort :
T
mg-k(L-lp)-av=m d2x/dt?
f o MQ-K( Leg+X-lg)-av=m d2x/dt?
=5V Y'mg

mMg-K( Leg-lo) - kx -av =m d2x/dt? ; or mg
T+P+f =ma = k(LerLo)

m d2x/dt? Hev + k x=0avec v = dx/dt = x'
m d2x/dt2 #x' + k x=0(3)
(3) peut s'écrire : d2x/dt2f m x' + k/ m x=0

or w’o = k/m ; on poseX=a /m ;
d'ots :d2x/d2 +2\ X' + 'y x=0 (4)

A l'aide de ce montage, en suivant le méme protocole avec des liquides de viscosité différente, on obtiendrait
les graphes suivants :
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¥ {cm)
li:hh'“‘h Courbe 3 ;
1= < Courbe 2
1 L 71 ’
. F F Y e
- ‘f}lf‘ 'nl\lll . <t
LT 7 TN !
0 | EORYREY N\ B e = I
%.1 #\ N, ‘\-Erf"' t(s)
/ N N '
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\
AL
- Courbe 1
EEEE

Pour les courbes 1 et 3 préciser la nature du mouweent observé ainsi que la grandeur que I'on
peut déterminer sur la courbe 1 ; en déduire la vaur du coefficienta.

(3) régime apériodique.
(1) régime pseudo-périodique ; pseudo-période PJe5 s ; T = 0,325 s.
d2x/dt2 +2A x' + w’o x=0 ; équation caractéristique-2A r + w?, =0 ; discriminanA = 4\%-4u.

On posen? =6 A% W=y [1-A2 /6P 1% T = To[1-A? labo | avech= o /(2m) et T = 0,3226 s (
valeur issue du tableau suivant)

(To/T )% =1A? [6fo ; N fbo = 1-(Ty/T )? =1-(0,3226/0,325)=0,0147 A = 0,12uy =0,12*6,28/0,322!
=2,36

o =2mh\ = 2*0,118*2,36 0,56

La courbe 2 correspond a un amortissement critiquésst ce qu'un amortissement critique ?
Quel est son intérét ? Donner une application pratjue.

En mécanique ( véhicules) , le régime critique assn meilleur confort aux passagers en évitant les

oscillations ; le retour du systéme a I'équilibsele plus rapide. Il en est de méme en électrioité
évite des oscillations.

Etude des oscillations entretenues.

Afin d'obtenir des oscilattions d'amplitude congtathans le liguide a faible
viscosité, I'extrémité du ressort est reliée axaentrique entrainé par un
moteur.
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L'amplitude maximale xdes oscillations varie avec la fréquence de rat:
N du moteur. Les résultats sont regroupés darabledu suivant :

-
i

Comment appelle t-on les systémes "moteur excentiig " et "masse
ressort" ?

Moteur excentrigue : I'excitateur ; masse ressiertésonateur.

Tracer la courbe x,=f(N). Déterminer la bande passante et le facteured

Bande passante : ensemble des fréquences tellesmg/2”.
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AM=1,5Hz

Facteur de qualité : Q =gM\N =3,1/1.5 ~ 2.

En utilisant le méme protocole expérimental mais avec des liquides de plus en plus visqueux, quelle aurait
été I'évolution de I'allure des courbes x,,=f(N) ? Comment appelle t-on le phénoméne observé ?

La courbe donnant les variations de I'amplitudea$edlations du résonateur en fonction de la
fréquence qui lui est imposée par I'excitateurpede courbe de résonance.

Si 'amortissement augmente la fréquence de réserdiminue et la résonance devient plusdldLa
résonance disparait si I'amortissement devienirrgsrtant.

&

Résonance aigué

Résonance floue

S S N —
Flus de résonance

o
ff=fa Fréguence de |'excitateur
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champ et interactions.

Capes 9@xercice suivant : diffusion de Rutherford

forces centrales

forces centrales

On considere deux objets ponctuels de masse m, et m, situés a une distance r I'un de I'autre, aux
points M; et M,.

- Exprimer la force d'interaction exercée par m; sur m,. Le vecteur unitaire sera dirigé de M, vers M,.
- Montrer que si m; est une masse a symétrie sphérique de centre My, la relation précédente est
vérifiée a I'extérieur de la sphére (On pourra utiliser le théoréme de Gauss).

- Etablir I'expression de I'énergie potentielle Ep du systeme constitué par les masses m; et m, . On
choisira par convention que I'énergie potentielle s'annule lorsque les masses sont infiniment
distantes.

On considere le systeme isolé constitué des deux objets ponctuels de masses m; et m, situés en M,
et M, dans un référentiel galiléen. L'origine du repére est notée O. On note G le centre d'inertie du
systeme.

- Exprimer le vecteur OG en fonction des vecteurs OM, et OM,.

- Préciser en justifiant le mouvement du point G. En déduire que le référentiel barycentrique est
galiléen.

- On appelle f, la force qu'exerce m, sur la masse m, et M;M, = r . Etablir la relation, dans le
référentiel barycentrique,

d%F -

#?=fz

dans laquelle on établira I'expression de la mahdatep en fonction de met m.

Dans la suite, on se place dans le référentiel barycentrique. L'objet de masse m; se déplace a la
vitesse v, et I'objet de masse m, a la vitesse v,.

- Etablir I'expression du moment cinétique de I'ensemnle du systeme par rapport a un point N
quelconque.

- Montrer que sa valeur est indépendante de la position du point N.

o moment cinétique
montrer que:c =uGMA Y

- Justifier que le moment cinétique est conservé et que le mouvement est plan.

- Dans le plan de la trajectoire, orientée par le moment cinétique, on note (r,0), les coordonnées
polaires du vecteur GM. Montrer que C=r? 8' est constant au cours du temps. Justifier le nom de
constante des aires donnée a %C.
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AT

=}

ﬁ 6
g
\ s
G
- Donner l'expression de I'énergie cinétique Esyhieme constitué par les deux objets
- Montrer que cette expression est identique & cddtenue pour un objet de magsse

déplacant a la vitesse v.
- Exprimer Ec en utilisant les coordonnées polaiggsdéduire que :

dr, C*
Eec =4 ul(—) + —
¢ ,U[(dt) r2]

- Ecrire I'expression de I'énergie mécanique dtegys.

4. On considere le systeme constitué d'un noyau atomique de masse M de charge Ze, et d'une
particule a(noyau d'hélium de masse m et de charge 2e. L'interaction gravitationnelle peut étre
négligée devant l'interaction électrostatique; le justifier en considérant M=3,27 10> kg; Z=79 ; m=

6,65 10’ kg. permittivité du vide & = 8,85 10 F/m.
- Par analogie avec les résultats précédents donner I'expression de I'énergie mécanique du systeme.

corrigé

Force de gravitation exercée par m; sur m, distants de r :

M 1
1 2
— —
" - Im.m. _
oo oG Li
r

G est la constante de gravitation.
La symétrie sphérique indique que le champ esakratline dépend que de r.

théoreme de gausse flux du champ de gravitation a travers undasie fermée est égal a la som
des masses intérieures multipliée panc4

HG-dS=-4x GZm,,
s
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On prend comme surface de Gauss une sphére derragancette sphére le champ de gravitation a
une norme constante et est colinéaire au vectefacsu

pour r supérieur au rayon de la répartition de mdassomme des masses intérieures est m
g(r) 4mr2 = -4nGmy.
g(r) = - Gm/r?

I'u'I1 Mz
— —

T E=-Gt

Pour une répartition de matiere a symetrie sphérigpuchamp de gravitation a I'extérieur est
identique a celui crée par un point matériel codfoavec le centre de la sphere.

D'apres le principe des actions mutuelles la foudes'exerce sur Mest I'opposée de la force qui
s'exerce sur M Le travail de ces deux forces est :

m,m,

2
r

oW =f-dOM, —f-dOM, = f-dM M, =—G dr

On peut trouver, par intégration, une fonction greepotentielle telle que dW=- dEp

Ep =-Gmm,/ r. cette énegie tend vers zéro si r tend versnliinf

définition du barycentre :

mIOI:f_[l +1112|E'.'I;.:_[2

m, +1,

OG =

dériver par rapport au temps, utiliser la relafmmdamentale de la dynamique pour chaque point

d*0G __ d*OM, d*oM, -

g My My —

dt dt
—— ——

—

f -f

Le mouvement de G est donc un mouvement rectiligniferme. En conséquence, le référentiel
barycentrique, en translation rectiligne unifornae @pport au référentiel du laboratoire, est
galiléen.

(m, +m,)
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écrire la relation fondamentale de la dynamique pour chaque masse puis soustraire membre a membre

d’oM, d’oM, d'M,M, - 1 1
2 2 2 =f(—+—)
dt dt dt m, m,
——

%

Le moment cinétique des deux masses s'écrit :

G g = MM, Am, 7, + N, Am,7,
¢y = (NG +GM ) Am 7, + (NG +GH.) Am, 7,
1, G, +m,GM, =0 Q) = m, 7, +m,7, =0
¢ = GM, Am 7, +GM, Am, 7,
(1) est la définition du barycentre; dériver cetk@ression par rapport au temps pour obtenir (2)

La derniére expression du moment cinétique ne aepkrs de N.

M7, +m. 7, =0et7 =%, -7, donnent ¥, = ——— 2 pfH, =—— 1
171 V3 2" 1 2
tn, +tr, tr g+,

e A o LAl y SN L L S VR L L
tr g+, try + 1, try iy
La particule fictive de masgesubit une force centrale notéale la part de G. La dérivée du
moment cinétique par rapport au temps est nulle moment cinétique est constant.

Le moment cinétique est un invariant vectoriekatnlouvement est dans un plan contenant G
,orthogonal au moment cinétique.

en coordonnées polaires le moment cinétique s'écrit :
F=pGM AT =pr i AT +r8 T, ) =pr 1,
I'invariance du moment cinétique conduit a :62dt=C

en notant dS l'aire balayée pendant la durée witdase aérolaire est également une constante du
mouvement:

dS/dt = Yr? 8/dt = 2C
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expression de la loi des aires dont I'énoncé estilant :

dans un mouvementa force centrale,le rayon vedtalaie des aires égales pendant des durées
égales

énergie cinétique dans le référentiel barycentrique :
Ec = Yamv,2? +Y2mpv,?
remplacer les vitesses par leurs expressions etidorde v:
Ec = %2 m(my/(mp+myp))2v2 + 2 m(ma/(mg+my))2v2 =% uv2,
en coordonnées polaire I'énergie cinétique s'ecrit
Ec=%2u[r? + r207?]
faire apparaitre C =62
Ec=Y2u[r2 + C2/r2 ]
I'énergie mécanique est la somme de I'énergieigiredet potentielle

E =%Lu[r2 + C3/r2 ] -Gmmy/r.

force gravitationnelle : 6,67 10™*3,27 10%* 6,65 10%’ / d? = 1,45 10°** /d?
force de Coulomb : 9 2679 * (1,610%%)2/ d2 =1,82 13° /d2
force de coulomb / force de gravitatioi2 1G°.

énergie du systéemee: = Y4uv2 + 2Ze2 [ (dtwor

th de I'énergie cinétique- réaction du

sol

1 Un chariot de masse m=200g, de dimension négligeabt mobile sans
frottement sur une piste situé dans le plan vért®@a prendra g=10m%. La
piste est formée de plusieurs parties

énergie AB partie circulaire de centre 0 et de rayon r ¢amiset d'angl® =AOB
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trajectoire  variable.

parabolique . 3 . .
BC partie rectiligne de longueur 2r se raccordangéntiellement a AB

CD partie rectiligne de longueur r

DE circonférence de rayon 2r, de centgseOraccordé tangentiellement a CD
avect =DOE

La piste est interrompue entre E et E', situés dare méme plan horizontal;
le chariot décrit alors une parabole ESE' de sonSwgiti se raccorde a la piste
en E et E', puis la piste E'F.

1. Le chariot est abandonné sans vitesse en A. Déterminer ses vitesses en B, C,
D, E en fonction de r et 6, ainsi que la réaction R de la piste ne ces points.
Application Numérique: La partie circulaire DE représente un sixieme de
circonférence, de rayon 1m. Calculer les vitesses et les réactions en B, C, D, E.

2. Pour quelles valeurs de 6, le chariot quitte t-il la piste entre A et B?

3. Etablir, par des considérations énergétiques, la relation entre l'altitude h de S
au-dessus du plan horizontal EE' et I'angle 6.

4. Exprimer la distance de raccordement D=EE' en fonctionde het 8. AN r =1m

5. Calculer la force de freinage, constante, qu'il faut appliquer entre C et D pour
que le chariot s'arréte en D, dans les conditions de la question 1

corrigé

altitudes :

hg= 2r sirB ; ha= 2r sirB + r(1-co®) ; he= 2r(1-co¥® )
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énergies
en A I'énergie mécanique est sous forme potentiellpesanteur : mgh
en B, I'énergie mécanique est sous forme cinéegpetentielle de pesanteur :
Y% mva + mg h.
en C et en D, I'énergie mécanique est sous forn@igue: 2mi@= 2mva.
en E I'énergie mécanique est sous forme cinétigjpetentielle de pesanteur
Y mvE + mg h.

I'action du support perpendiculaire a la vitess&amille pas; seul le poids
travaille et I'énergie mécanique se conserve.

mgha =%2 mvg + mg .
v = 2g(h -hg) = 2g r(1-co8) d'ou = 3,13 m/s
( en supposant que le solide n'a pas quité la pist®)
VZc = 2gh = 29 r(1+2sif-coP) d'ou &= 6,6 m/s

V& =V & - 2ghe = 29 r(1+2si8-coD) - 29 r(2-2coB) =2gr(-1+2si®+coD)
d'ou &=4,9 m/s

réaction du suppart

sur l'arc AB: relation fondamentale de la dynamique suivael'n de la base
de Frenet

-R+mg cosa = mv3/r
R= m(g cosx -v&/r) avec v2= 2gr (kh) = 2gr(1-cos)

R= mg(3cos-2)
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on quitte le support et on décolle si R=0 soitce/3 eta = 48,18°
en conséquence le point B n'est pas att@r{° supérieur a 48,18°)

sur le plan BC relation fondamentale de la dynamique suivaraxes
perpendiculaire au plan

R-mgco$® = 0 d'ou R=0,2*10*cos60 =1 N

(pas de décollage, le solide reste sur le plan dasd'accélération suivant la
normale au plan)

sur I'arc DE( en E): relation fondamentale de la dynamiqueasil'axe n de
la base de Frenet

R-mg co = mvz/(2r)=mg(-1+2sif+coD)

R= mg(-1+2si8+2co¥) = 0,2*10(-1+1,732+1)= 3,4 N

mouvement parabolique :

au sommet S, la composante verticale de la viestseulle.
la composante horizontale de la vitesse vach$.
énergie cinétique : ¥2 mge0D)?
énergie potentielle de pesanteur : grghg(h+h)
I'énergie mécanique se conserve entre E et S:
%2 m (kcoD)2+mg(h+h) = YamvE+mghe.
% mv%-Y%2 m (vco$)2 = mgh

% (vesinB)2 =gh

distance EE': 2 fois I'abscisse du point S du fait de la symétrie de la parabole

au point S, la composante verticale de la vitessaudle: \sinB-gt=0 d'ou t =
VeSinB/g

abscisse de S X Veco9D t = VeCcoD VesinB/g = ve2sind cod /g

EE'= 2w2sinB coD /g = 2 (wsinB)? coP /(g sirb) = 4ghco8 /(g sirb) =4 h
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cotan®.

force de frottement entre C et D:

I'énergie mécanique est sous forme cinétique én Rvz.

entre C et D, poids et action du support, perperaies a la vitesse ne
travaillent pas.

seule la force de frottement travaille : -fr
th de I'énergie cinétique entre C et D : 0-Y2gavA r

f =% mvZ/r = mg(2 si® + 1-co®) = 0,2*10(1,732 +1-0,5) = 4,46 N

Etude du comportement rhéologique d'une huile végéte pure BTS chimiste 2007

L'étude expérimentale se fait a I'aide d'un rhéomeétre rotatif, a température et pression constantes. Il est
constitué d'une partie mobile qui tourne a vitesse choisie par I'opérateur et d'une partie fixe : le bécher
dans lequel se trouve le fluide de masse volumique p a étudier. On obtient les valeurs suivantes et le
rhéogramme correspondant :

r=fD)a25°C D T
. 0 0
35 T : 10 0.4
% = 20 0,52
- 50 1.84
20 1
- | 100 4,18
0 _ T 200 9.2
5 - 300 12.5
0- 500 32,6
] 100 200 300 400 00 &00 700
D

Définir les grandeurs ( et leur unité ) définies embscisse et ordonnée

T : contrainte de cisaillement exprimée en pasca) (P

D : vitesse de déformation ( secofijle
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Choisir, parmi les trois adjectifs suivants, celugui est le plus approprié pour définir le
comportement du fluide:
newtonien, rhéofluidifiant, rhéoépaississant.
Le rhéogramme est une droite donc comportememttonien

Détreminer I'équation de cette courbe; quelle grandur physique est représentée par la pente
?

La pente de la droite correspond &lacosité dynamique ( Pa s)

BEL I T
30 600 +
25 /)
20
15 gl 30
10 5
5 =
e 5 2
1] 100 200 300 400 S00 E0D a0
?:El B
pEﬂtE =E_E_D=D5 Pas
1T=0,05D

Etude de la viscosité dynamigue d'une huile végétale pure en fonction de la
température.

On utilise un viscosimétre de type Ubbel6hde eneviedilatable dont le schéma est le suivant :

SR

Fepdres1et2 -—

1
1
II
II
II
1
II
II
YUY

Tube capilaire calibré B
de hauteur H

Réservoir A —————————————

/ e
:j J
\.J)
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Ce viscosimeétre contient un tube capillaire caliBnglacé verticalement dans une cuve
thermostatée. On introduit le fluide a étudier dan®servoir A, et on mesure le temps que met le
volume V de fluide contenu entre les repéres 1t s'écouler a travers le capillaire.

L'écoulement du fluide se fait sous une différetegression constardé® due a la seule hauteur
hydrostatique du fluide dans le capillaire. L'éemnént du fluide se fait a une température
uniforme, fixée grace au bain thermostaté. La lecaulement dans les capillaires est la suivante :

_TR*AP

Q SuH

Q est le débit volumique du fllad R et H respectivement le rayon et la longueuute capillaire
u la viscosité dynamique AP la différence de pression existant entre les @atrémités du tube
capillaire. Cette expression est valable pour uidé incompressible en écoulement laminaire
permanent.

Expliquer les termes "fluide incompressible" et
"écoulement laminaire" :

Un fluide est "incompressible" si saasse volumique
est constantea tempérture constante.

Dans certains écoulements, les particules diffuséat
lentement : elles s’écartent peu les unes dessautre

Les différentes couches du fluide glissent les yraes
rapport les autres : elles ne se mélangent pas

L'écoulement est diminaire.

Pour effectuer une mesure, on aspire le fluide desevolumique r a l'aide d'une poire d'aspiration
jusqu'au dessus du trait de remplissage supénasiiop mesure le temps d'écoulement du fluide
entre les deux traits.
Exprimer AP en utilisant les notations de I'énoncéOn note g=9,81 I'accélération de la pesanteur.
AP est due a la seule hauteur hydrostatique H dieflans le capillaire :

AP =pgH.

Rappeler la relation entre le débit volumique Q eV, volume du fluide écoulé entre les deux
traits du réservoir pendant le temps t
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Q= V.

Exprimer pen fonctionde V, t, R, petg

_TRpgH v :}”_ERT'gt

Ca gV

Préciser les grandeurs physiques, mesurées dans ¢esditions de I'expérience, dépendant de
la température dans I'expression det.

Le verre du capillaire est indilatable: R et V ipdéddants de la température.
La masse volumique du fluide dépend de la temperatu

La durée de I'écoulement dépend de la température.

La premiere mesure t; de temps d'écoulement se fait a la température T,=298 K.

Exprimer W, a cette température
M1 = A pits avec A=tR*g / (8V) = constante.
La seconde mesurgde temps d'écoulement se fait a la température T
Exprimer [, a cette température
M2 = A pot, avec A=tR*g / (8V) = constante.

Donner l'expression du rapportp, /4, et en déduire une relation de la formei, = K p; t.
Exprimer K .

M2 /ul = pztz/ (p]_t]_) =K P2 i siK = 1/(p1t1)

Calculer la valeur numeérique de K a partir du tableau ci-dessous

T(K) 1/T (K™ p (kg m?) | t(s) i np

298 915 |443,1|0,0510
303 913 |366,5
308 908 (308,3
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313 905 |262,5
318 902 |224,9
323 899 |194,7
328 896 |170,2

K = 1/(915*443,1)2,47 10° m*kg™*s™. ( 2,4665)

Compléter le tableau.
T(K) | 1/T(K") p(kgem?) | t(s) H(Pas) Inp
298 3,36 10° 915  443,1 0,0510 -2,98
303 3,3010°| 913  366,5 4,21107 -3,17
308 3,2510°| 908 308,3 3,52107 -3,35
313 13,1910 905 262,5 2,99 107 -3,51
318 3,1410°| 902 224,9 2,55107 -3,67
323 13,1010°| 899 194,7 2,20 107 -3,82
328 3,0510°| 896 170,2 1,92 107 -3,95
H2=KHip: t;

Montrer que le comportement de cette huile végétalpure en fonction de la tempéture peut
étre modélisée par la relatioru = A exp(B/T).

Inp=InA+B/T

On trace la courbe : In = f(1/T)
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ln i
3 e o
e i 5
35 | i | i i i
feaeaeer HEE
. i | i i i £l
3,10 107 3,20 107 3,30 107 3.40 107

La courbe est une droite : le modgle A exp(B/T) est correct.

Cinématique : vitesse , accélération, base de Frenerojectile.

Les équations horaires d'un mouvement plan sont :
x(H=t ; yO=(1-t%"

Quelle est la nature de la trajectoire?

Eliminer le temps
y’=1-fetf=x
d'otr : ¥ =1-¢; X2+ y? =1,
cercle de centre O ( origine du repére) et de rayoR= 1.

Déterminer le vecteur vitesse et sa valeur

HUGUES SILA EXERCICES CORRIGES DE MECANIQUE|




95 http://sila.e-monsite.com

Le vecteur vitesse est la dérivée par rapport mps$edu vecteur position.

Le vecteur vitesse est tangent a la trajectoieeletsens du mouvement.
dx/dt =vy = 1

dy/dt = v, = % (219 vy = -t (1-£) ™

- t =

1T."i':11—31_?_]

valeur V> = v, + v,

V2 =1 +8/(1-8) = 1/ (1-9).
v=1/(1-H)%

En déduire les composantes normale et tangentieliiel vecteur accélération

Dans la base de Frenet associée au point M :

Accélération normale dirigée suivant le vecteutairg n de la base de Frenet :
valeur ( norme) @ V¥/ R avec R= 1.
an=1/(1-P).

Accélération tangentielle suivant le vecteur unidide la base de Frenet :
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ar= dv/dt avec v 4 / (1-t)".
ar =t (1-t)°~

Déterminer les composantes cartésiennes du vecteagceélération:

Le vecteur accélération est la dérivée par ragpotemps du vecteur vitesse.
dx/dt =vy = 1 doncdv,/dt = 0.
dy/dt = v, = ¥ (-2t1-t7)"; v = -t (1-6)™
On pose u =-tsoitu' =-1
et w= (1-f)” soit w' = t (1-f)%?
dv,/dt = u'w + uw' = -(19 ™ A1) 32

dvy/dt = - (1-t%) %2

On lance un projectile avec une vitesse initiale de module v, faisant un angle a avec I'horizontale.

Le projectile est soumis a une force de résistaded'air, colinéaire au vecteur vitesse mais de
sens contraire, de normgv, avecB positif.

Expression du vecteur vitesse

Vo
O o X
1?+m*:m£
St

W
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On note y et ¥ les composantes du vecteur vitesse.

Projection sur I'axe Ox -Bvyx +0 = m dy/dt.

dv,/dt + B/m v, =0.
Solution de cette équation différentielle,:=vA exp(/m t).
at=0, k = v cosa d'ou A =\ cosa
Vy = Vo cosa exp({f3/m t).

Projection sur l'axe Oy -Bvy +mg = m dy/dt.

dvy/dt + B/m vy =g. (1)
Solution de cette équation différentielle sans sdanembre: y= B exp(/m t).
Solution particuliere de (1) y¥ mgp ( regime permanent, vitesse limite constante ).
Solution générale de (1) y ¥ B exp(8/m t)+ mgp.

at=0, v =-\vsina dou B =-ysina - mg

vy = (-Vo sina - mg/B) exp(/m t) + mg/B.

Soit x'x un axe vertical dirigé vers le bas. Un mobile ponctuel A part d'un point O de x'x, choisi comme
origine, sans vitesse initiale ; il décrit la demi droite Ox avec une accélération constante, vecteur a. Au
méme instant un mobile B est lancé avec une vitesse v, dirigée vers le haut d'un point Q de x'x. B est animé
d'un monvement d'accélération constant vecteur a' = vecteur a.

A et B se croisent en M. A l'instant de leur rertoetes deux mobiles ont des vitesses de méme
valeur.

Calculer les normes OQ et OM
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TO xA:%aIE
.
AD
_ v,=atl
v d
B
- | xp=hatt—vtx,
W d -
ﬁw Vg=ai—v,

Au point M : Yat-vot+xo=Y2at.
Xo= Vot.
Les vitesses en M ont méme norme mais sont deceemisire :
at = -at + y soit :t = Yavy/a.
d'olixg = Yaw'/a.

xu = Yeat ; Xy =0,125 y/a.

mouvement circulaire
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Une bille de masse m est lachée sans vitesse du point A d'une sphére de rayonr, de
centre O.

Les frottements sont négligés.

1 Exprimer dans le repere de Frenet I'accélératida téle.
.. Ecrire I'équation différentielle du mouvement endtion ded et de ses
réaction du dérivées. Exprimer la réaction du support.
support
corrigé

systeme : bille ; référentiel terrestre galiléen

projection de la relation fondamentale de la dympmidu point dans le repé
de Frenet.

. . . - a8 .
vitesse (mouvement circulaire)v=r"—7 =r#&;

ol
- dv . v e v
a='—t+—un=r t+—=n
ot r r
§+m§:ma

2
mgrosd— R = m et migsin 8 = mré
r

R= mlic;cusﬁ—rl]' 2).;:.-5 6 -3sin6=0
r

2 Exprimer les énergies potentielle, cinétique etanéue en fonction deé et
0'.

En déduire la vitesse de la bille a chaque instant
vitesse de la bille

corrigé
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3

la bille quitte le

Energie cinétique : 0,5 mv2= 0,5 AR
Energie potentielle de pesanteur (origine en Oyz mmg r co$.

Energie mécanique : E= 0,5 82+ mg r cod.
En absence de frottements, I'énergie mécaniquersexve.

Sa valeur initiale est E = mgr
mgr = 0,5 m®2 + mg r cod.

gr=0,5r82+grcod

r292= 2 = 2gr(1-cosD)

Exprimer la réaction du support en fonction de nf.g

Pour quelle valeur d@, la bille quitte -t-elle le support ?

Quelle est alors sa vitesse ?

support
corrigé
R = mg cosB - mv?/r = m ( g cosB -2gr(1-cos 0) )
R=mg ( 3 coB -2).
La bille reste en contact tant que la réactionufapsert est positive ou nulle.

3 cod -2 > 0 ou cod >2/3 s0itH<48°

La vitesse de la bille vaut alors :
v2 = 2gr(1-cosB) = 2gr(1-2/3) =2gr / 3
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o

4 o
pendule simple

equation horaire | g pjlle est lancée de la position d'‘équilibre lta#, avec une vitesseyv
o horizontale.
période
Ecrire I'équation différentielle du mouvement (das amplitudes faibles).

Donner I'équation horaire et exprimer la périoddéogrction de Letg (L =
longueur du pendule)

corrigé

systeme = masse m ; référentiel terrestre galiléen.

vitesse (mouvement circulaire)v= "1 j—gf =187
t
2 4

Y i-rd i+l
L L
T+ mg = mi

2
—mgcos+T = mvfef - mgsin & = mL &

- dv -
a=—1t++ #
i

=]

T =mlgcos® +LB %) ez 6 +%sinﬂ =0avec ) =2

-
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clmp|i‘|'ude faible:sinB =0 4= 0§ + %H =0avecw” =

[l LT~

equation différentielle d'un ascillaten r harmonique

B=Acos (Wt)+Bsin(wt)d:=0:0 =040z A=10

6= -Aw sin{wt)+Bwcos (wt)d:=10,0 :%‘J: Bw doz B:E—”
w

0]

B = v—”sin[mf) périade T = 2_1T: EH\/E
L [ g

Exprimer les énergies potentielle, cinétique et mécanique de la masse m fixée au fil.
Exprimer la vitesse a chaque instant.

5 Montrer que par dérivation par rapport au tempsgetrouve I'équation
différentielle du mouvement.

aspect

énergétique o
corrige

Energie cinétique : 0,5 mv?= 0,5 mL20'2
Energie potentielle de pesanteur (origine eet\dxe vertical ascendant) :
mgz = mg L(1- co®).
Energie mécanique : E= 0,5 n2+ mg L(1- co9d).
En absence de frottements, I'énergie mécaniquersexve.

Sa valeur initiale est E = 0,5@3v
0,5mw? = 0,5 mLB2 + mg L(1- coD).
0,5%2 = 0,5 LO2 + g L(1- coD).
1202= v2 = vg? - 2gL(1-coD)
En dérivant cette expression par rapport au temps :
L2 20' 0" = 2gL O' (-sinB)

LO" + gsirB =0
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Quels sont les différents types de mouvements suivant les valeurs de la vitesse

6 initiale ?

différents types corrigé
de mouvement

On a des oscillations autour de My s'il existe une valeur de 8 maximale pour laquelle

dO/dt=0

V2 = vg2 - 2gL(1-coPpmay) = 0

Vo
2gL

cette equation a une solifion s
2
Yo - 2
-121- — =1zt 0 =v, "= 4dgl
2gL

cos & . =1-

Le fil doit d'autre part rester tendu : T positoue nulle
T=mg coPmax + MLO™2

— T
T=mgcos &  etd = é

ma= —

0=1-v,*/(2gL) soitv,*=2gL

Si vo? est supérieur a 4gL il n'y a pas de mouvement oscillatoire autour de M.

Le fil doit d'autre part rester tendu lorsdie TU
v2(0 = T0) = vg>-4gL
T(8 =10 = mg cosTt+ mv2@ = T0) / L positive ou nulle
-mg + m(w?-4gL)> 0
Si Vo> 5gL mouvement circulaire

si 2gL > w2 > 5gL
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Pendule de Pohl: oscillations forcéesncours physique ITPE 2009

Un pendule de Pohl est constitué :

- D'un disque en rotation autour de son centre.

- D'un ressort spiral, qui exerce un couple méasniui tend a ramener le disque vers sa position
d'équilibre.

- D'un pointeur placé sur le disque qui permetegerer les écarts angulaires.

- D'un moteur, relié au ressort spiral, qui foresroscillations a une fréquence ajustable par
['utilisateur.

- D'un frein électromagnétique, permettant de rdgéfet d'amortissement (par courants de Fougault

La position du disque résonateur est repéré pagléa(t).
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Le ressort spiral a une extrémité soudée en Ot fin@, l'autre extrémité mobile soudée en A aas
excitateur de positiofe.

Le bras excitateur peut étre mis en mouvement gidakde fréquence f par un moteur pas-a-pas avec
une bielle.

- Si¢e = cste, régime libre. Le moteur est étteint.
- Side = D COS (i), régime forcé. Le moteur est en rotation adafrence f.

Le disque résonateur passe dans I'entrefer d'e@nsgsnagnétique alimenté par une intensité | : une
force de freinage dite de Foucault est induitdeudlisque résonateur.

Mise en équation

L'équation de la position du disque peut se mstites la forme :
" + 2Eaud’ +0n’d = wo’de (1)

Le systéme est immobile et on met en route le ngtas a pas qui crée une excitation sinusoipliae
®.. cOS (i)

Décrire ce que I'on observe sur la courbé (t) ci-dessous

A partir de t = 2,6 s, on observe un régime sirdedoi
forcé ;det=0at=2,6s, le régime est trangtoi

Par la suite, on prendga(t) =P cos (a+a). On notera = exp (i) tel qued () = Re (¢ exp( jt))
Déterminer ¢ en fonction de®,, w, ay et &,
o' = jwd exp(jux) ; 9" = -wf ¢ exp( juxt) ; repport dang' + 2Ewnd’ +un’d =ty pe.
-6f § exp( joxt) + 2&anjo § exp( jut) +uxn’d exp( jut) = wx’ Peexp( ).
-6  + 2 Eunjw d +on’h = 6’ D,
b = w” Pe / [0 ™6+ 2j Eun 0]

Déterminer l'intervalle auquel appartient a.
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& = 0i? Pe [o? W 2j o ] / [(wo-e?)?+ (2 Ewo )2

tana = -28ap w / (wo>-0¥) ; siwtend vers zéro, alors tantend vers zéroq tend vers zéro par valeur
négative.

si wtend verswy, alors tamx tend vers -l'infini ja tend vers -1
si wtend versy,', alors tara tend vers +'infini o tend vers +%4
si wtend vers l'infini, alors taa tend vers 2wy/w ; a tend vers zéro par valeur positive.

a appartient a l'intervalle ]-#; +¥4|.

Ecrire ¢ en excitation trés basse fréquence.
b = 0 Pe / [+ 2j Eux 0] avecwn>>af d'olip = o’ Pe / [wn™+ 2j o o)
O = p De/ [t 2) & w] = o Pe [wo- 2) & w] / [wn™+ 48 0]
Module ded : [ | =P = o Do/ [o*+ 4 82 w]™; tana = 28 w/ o
Ecrire ¢ en excitation tres haute fréquence
® = o Pe/ [0+ 2j Ewp W] avecwy’<<w’ d'old = wy’ Pe/ [- W+ 2j Eap W]
b = o® Pe [- - 2 Eon )] / [ W+ (2Ean )]
Module ded : [ | =P = w’ De/ [0 [ W+ (2Ewn )] 7] ; tana = 28 wn / w.
Tracer le diagramme asymptotiqued®(w) pour les TBF et les THE
TBF : & = @/ [1+ 482 (o)’ "~ De(1-2 2 (wup)?) ; asymptotap =,
THF : @ = ox® P/ [0 [1+ (2 Ean/w )] 7] ~ w® De /o (1-2 E2 (/w0 )?) ; asymptoteb =O0.
Exprimer @ en fonction de®e, w, wy et é.
b =y’ Pe/ [0+ 2j Eop @] = Wy’ Pe [00n™ 0= 2j Ecdp )] / [(wo*- 6P+ (2 Ep )]

Module dep : [ | =® = w’ e/ [(wn™0F)*+ (2 £ )™
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Démontrer que P > @, implique que w soit inférieur a une valeur a alculer en fonction uniquement de w, et

g
© >Pe ; an° O [(@n*0)*+ (280 0)]"> Pe; 0/ [(wo’-0)+ (2En @) ]*> 1.
W' > (=) (2Ewnw)? ; o' >y’ + 00 - 200°w’+ 4 Ean® o
0> o - 2002+ 4 8201 ; o < 4o (Ye-E2) ; w < 2un(Ye—E2)™,
Quelle condition surg& doit étre vérifiée pour que la relation précédentesoit possible?

1-82>0;0,5%2;£<0,5%;£<0,71

Dans le cas ol & <<1, calculer la valeur maximale de ® en fonction de ®, et & sachant
que le maximum est lors en GG,

D = W D [(en>-6P)>+ (2 Eap W)™

Doy~ P/ (2 E61?) ; Doy ~ D2 E).

On a relevéb(f) avec f fréguence d'excitation.

R

R B B b e e e b Bl B

..:.,..3.....;.,,i.,.g.,.5":,,.:."{..{...5... . T
0 nz 0.4 [T na 1 1.2 1.4

& =P (2Pmay) =8/70=0,114

Sachant qué =Eo+ p avecE;== 2,7 10° ; u = 0,45 A en déduire la valeur
de l'intensite 1.

| = [(§ -80) /u 2 =[(0,114-2,7 1) /0,45 |*=0,25 A

Pour une intensité nulle dans les bobines, guell@eur prendrait ® a une
fréquence d'excitation de 0,5 Hz ? Conclure
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£=£,=2710;0,5 Hz est la fréquencke résonance® = Dz

Dpax~ P(2 &) =DJ(202,7 10%) = 1850,

L'amplitude a la résonance est trop grande : cgama doute détruire une pal
du systeme mécanique.

Dynamique du point materiel ( reférentiel galilé

@ Chute verticale

@|'écureuil et le chasseur

@mobile et contre-poids

@le fil s'enroule sur le cylindre

@voile solaire

@ Chute verticale

les vecteurs sont écrits en gras et en bleu.

Un point matériel de masse m, est abandoné sasseitnitiale dans le champ de pesanteur terr.
Exprimer la vitesse du pat M dans les cas suivan

1. Chute libre ( sans frottement)

2. Chute avec une force de frottement du type : F=-k v.
3. Chute avec frottement du type : F= -k; v v.

corrigé

La chute se fait suivant la verticale descendante. ( On choisit un axe Oz, vertical, orienté vers le bas, I'origine
est situé a I'altitude h, moment du laché). La force de frottement s'oppose au mouvement, elle est dirigée en
sens contraire de I'axe Oz.

Ecrire le principe fondamental de la dynamique sur I'axe Oz, le référentiel d'étude étant galiléen.

mg+f=ma

chute libre: mg = ma soita=g
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la vitesse est une primitive de I'accélératiors.gt+ Cte
la vitesse initiale est nulle : la constante dignééion est nullev= gt, indépendante de la masse

chute avec frottementmg +f = ma

mg-kv=mz" = mv' ou v'+k/m v = g ou v'+ T =g avect =m/k
v'+ vit =g (1)
solution générale de I'équation v'-T =0 : v= A exp(tt)
solution particuliere de (1) jiMite = OT.
solution générale de I'équation (1) : v = A e ) +Viimite -
a l'instant initial, la vitesse est nulle : 0= Ajimite SOIt A= -Viinite -

V = Viimite (1- €xp(tf ) ).

mg-kiv2=mz" = mv' ou v'= g-k;/m v2= g(1-B2v2) avec B2 = ki/(mg).
v'= dv/dt= g(1B2v?).
en séparant les variables vitesse et temps : I-2v2) =gd
or 1 /(1f2v?) = %2 /(18v) +%2/(1f3v)
primitive dedv /(1+43v) : 18 In(1+3v) ; primitive de dv /(18v) : -1/8 In(1-fv) ;
d'ou 1B In(1+3v) -1B In(1Pv) = gt +Cte
la constante d'intégration est nulle car la vitésgle est nulle
In[(1+Bv) / (1f3v)]= B gt
soit (146v) / (1fv) = exp@ at) ; 143v = (1Pv)expP gt)
vB( 1+exp@ gt))=exp@ gt)-1 soitv = (exp gt)-1) / [B( 1+exp( gt))].

la vitesse limite est : [B/= (mg/k)Y2.

@|'écureuil et le chasseur

Un écureuil, de masse m, se trouve sur une bramtakitude h par rapport au sol. Il apercoi
chasseur qui pointe une arme sans sa directiocurggil se laisse alors tomber vers le sol au mo
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ou la pierre quitte la fronde.

1. La pierre frappe-t-elle I'écureuil ? ( le petit animal est assimilé a un point matériel)

corrigé

les vecteurs sont écrits en gras et en bleu.

L'écureuil est en mouvement de chute libre verioalrs le bas, sans vitesse initi

Le projectile a une trajectoire parabolique : ldiion de la vitesse initiale du projectile poiagrs
la position initiale de I'écureuil.

référentiel galiléen : le sol ou la surface deelae au pied de l'arb
repére : (O,x,y) avec Oy dirigé vers le haut, orégau sol
Trajectoire de I'écureuil , initialement a I'abseisy : ye= -Y2gt2+h ; ==X.
Trajectoire du projectile, sit initialement a I'origine du repér
a(0 ; -g) ;Vo(Vocost ; Vosina) ; OMo ( 0,0)
vitesse, primitive de l'accélératiov(vocosa ; -gt + voSina)
position, primitive de la vitesseOM (Xp=voCoS t ; Y= -¥2gt2 +\pSina t)
trajectoire : t= %/ (vocos) ; repport danspy. yp= -%20 %/ (VoCO<0)? + Xp tar .
A la date ; de I'éventuelle rencontre pyye et X= Xo
Xo= VoCOI {3 et -¥2gi2 + h = -14042 +vpsina t; Soit h = \¢sina t; .
VoSina ty/ (vocosa t; ) =tana = h / x,.

I'écureuil saute et est touché par le proje:

@ mobile et contre-poids

L'objet ce masse m se déplace sans frottement sur le mméinLa poulie a une masse faible e
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conséqguence la tension du fil est la méme de cha@pée

1. Pour quelle masse m, le systéme est-il en équilibre ?
2. Sim=3M, quel est le sens du mouvement ? Quelle est la tension du fil ? a=30° et m=1kg.

corrigé

Les deux solides sont assimilés a des points matériels. A I'équilibre |'accélération est nulle.

référentiel terrestre galiléen.

A
T

—

mg

v

le contre-poids est soumis a deux forces verticdkepoids mg, vers le bas et la tensionijwérs le
haut

projection de la seconde loi de Newton sur un axéoal, orienté vers le bas : migsma (1). ou a =
-T/m

T+Mg+R="g

le mobile est soumis a trois forcesle poids Mg, vertical vers le bas, la tension Tidat I'action du
plan R qui en l'absence de frottement est perpalailie au plan.

projection de la seconde loi de Newton sur un aralfgle au plan orienté vers le haut :
-Mg sina +T=Ma (2) ;a=-gsina+ T/ M.
or (1) donne T = mg-ma

repport dans (2) : -Mgsina +mg-ma = Ma ; -Mgsiimg = (M+m)a
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a=g(m-Msim ) / (M+m).
a I'équilibre a=0 soitm=Msina.
si m=3M alors a = gM(-sina ) /(4M)= 0,25 g(3-sin ) ; a est positive et M monte le p

tension du fil: T= m(¢c-a) = mg ( 1-0,25(3-sm))= 1*9,8(10,25 (+-sin30))=3,675 N

@|e fil s'enroule sur le cylindre

Un cylindre d'axe vertical, de rayon R, est fixé @n plan horizontal. On attache a sa base, au
un fil de longueur initialegl L'autre extrémité est fixée a un solide de peliteensions de masse |
astreint a gbser sans frottement sur le plan horizontal.  figure : schéma en vue de dessus
I'instant initial le solide est eng et on lui communique la vitessg ‘e fil s'enroule sur le cylindre
reste tendu au cours du mouverr

1. Lefil est inextensible : quelle est la relation entre la longueur du fil non enroulé I(t) et Iy, a(t), R ?

2. Montrer que la norme de la vitesse reste constante au cours du mouvement.

- En déduire I'angle d (t) en fonction de vy, |y, R et du temps.
- Déterminer l'instant final ou le fil est entierement enroulé autour du cylindre.

corrigé

les vecteurs sont écrits en gras et en bleu.
a(t) = 6(t),angles dont les cbtés sont perpendicule
longueur de I'arc de cercle AB 6(t)=Ra(t)

longueur du fil non enroulél(t) = lo-Ra(t).

référentiel terrestre galiléen ; systeme : le pblrgst soumis a son poiP, l'action du suppo®
(perpendiculaire au support et opposée au poidbsence de frottement), la tensT du fil.

La seconde loi de newton s'éciP + R+T=ma=-Teg

On utilise les coordonnées cylindriques6,z) avec z=
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aucune force ne s'applique suive; la tension du fil modifie la direction du vectedtesse, tandi
gue la norme de la vitesse reste constante.

vecteur vitess: v = dOM/dt avecOM = Re+ I(t)eg

v = R da/dt + di(t) / dtes + I(t)deg/dt

Dérivée des vectel e et ey: les vecteurs;, eteg ne dépendent que de I'an®.

Ces vecteurs se décomposent dans une base, ete, dans laquelleg /dt et ab, /dt sont nulles
€ = Cc0osB g + sinB g, eteg = -sinB e, + cosO g,.
de /dt = sinB B'e, + cosO O' g, et tp/dt = -cosB B' e, -sSinB O' g,.
de /dt =O'eg et deg/dt = O'e;
par suite v =R d/dt ey + dI(t) / dteg - [(t)d6/dt &
orl(t) = lo-Ra(t) d'ou en dérivant :dI(t) / dt = -Rddt =-Rdo/dt
alorsv = R c0/dt eg -RdO/dt ey - I(t)dO/dt & soitv = - 1(t)do/dt &
composante de la vitesse suive; : v; = - |(t)do/dt = constante -v.
(t)d6/dt = I(t)da/dt = v soit c/dt = vp / I(t)
anglea(t):
di(t)/dt = -Rax/dt soit dI(t)/dt = -R y/ I(t) ou bien I(t) dI(t)/dt =-R vo.
par intégration : ¥2I(t) ~R Vo t + constante
at=0, %2 =0 + constante d'ou : I3(t) 2R v t
I(t) = [102 -2R \o t ]”* = lo-Ra(t) donnea(t) = Rl o-[lo? -2R v t]7]
l'anglea(t) augmente avec le temps.
a linstant final ;, la longueur du fil non enroulé est n.

I(t) = [1? -2R w t ] =0 soitt; = 12 /(2R ).

@voile solaire
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F 3

]
anleil

On étudie le mouvement d'une voile solaire de mass#e surface S et de centre de masse C. Le
mouvement est supposé plan dans un référentiégkegalié au soleil.

La voile est soumise a la force gravitationnéiedue au soleiFs =-GmMg/r2 e ( Ms est la masse du
soleil) et a la forc& due au rayonnement solaife=k cos#& /r2n avec k=PS/(fc); P puissance
totale du rayonnement solaire ; ¢ : vitesse dar@ére dans le vide ; I'angteest constant.

1. Montrer que l'accélération du centre de masse C est : a = Ae,/r? +Beg/r2. Exprimer A et B en fonction
de G, m,Kk,i.
- Ecrire les équations différentielles en r et 6.

2. Lesvecteurs vitesse v et e, font un angle ® constant.

- Montrer que d?r/dt?=r" = b/r? avec b un coefficient constant négatif.
- Exprimer b en fonction de A, B et tan ®.
- Multiplier cette équation par r' et I'intégrer avec les conditions initiales suivantes : r(0)=r, ; r'(0)=[-
2b/ro]".
3. En déduire I'expression de r(t) sous la forme r(t) = ro (1+ at)B.
- Trouver la valeur numérique de [3.
- Exprimer a en fonction de b et r,. Commenter le signe de a.
- Déterminer 0 (t) et I'équation de la trajectoire en prenant 6 (0)=0.

corrigé

accélération :
référentiel galiléen lié au soleil ; systeme : éénp C de masse m.
Ecrire le principe fondamental de la dynamiqég +F = ma
Exprimer les forces dans la base polaire :
ma = -GmMg/r2 e, +k cos® /r2 cosa g ++k cos@l /r2 sinaeg.
a=[-GMg/r2 +k m* cosa /2 Je, +k m™* cos®r sina /r2eg.
en conséquence : A= -GMk m* cosa ; B= k m'cost sina .
L'accélération s'écrit en coordonnées polaires :

a;=r"-r02 etag=r0 "+2r'0'
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les équations différentielles demandées sont6'#=A/r2 (1) et © "+2r'0' = B/r2 (2).

a partir de la vitesse :

Les vecteurs vitesseet e font un angleb constant.
v.e =V =r=vcosPetv.egg=vg=rO'=vsind doul =tan® =v, vg=r1"/(r6") (3).
trouver b: éliminer la variabl® dans les équation$)(et ).
(3) s'écrit :0' =r"/(rA) ; dériver par rapport au temps ce quotient
0" = 1/A[r"/r-r?r?
(1) s'écrit : r"-r r'2/(r\) 2 =Alrz soit r"- r'2/(rA 2) =Alrz (1)

(2) s'écrit : r A[r" / r -r'3/r2] +2r'2 [ (rA) = B/r2 soit 1A (r" +r'2/r) = B/r2 ).
(1) +A(2) donne : Alr2 AL B/r2 = 1= r'2/(rA 2) + (FA72 + 12272/ 1) = (1A 72)
M =1/r2 (A+AB) / (1A ?) =b /2 soit b A+ A" B) / (1A 2).

intégration: multiplions chaque membre par r':
rr'=br/rzavecr r'=rdr/dt
primitive de r' r* ;%2 r' 2+Cte; primitive de r' / r2 =1/r +cte
soit -b/r = %2 r' 2 + Cte
La constante se calcule & partir des conditionigies : r(0)=g ; r'(0)=[-2b/g] .
-b/ro= ¥2[-2bl/g] + Cte soit Cte =0.

en conséquenceb/r = ¥z r' A4)

la solution de (4) est de la forme : r(t) = o (1+ at)B.
dériver par rapport au temps : Bar(1+ atf ™.
repport dans4) : -bry® (1+ at)P=v% Baze2(1+ atf® .
cette expression doit étre vérifiée quelque Boit
d'ou :—B = 2(3-1) et : -bg” = V2 P2a2?

soitp = 2/3eta? = -2bg B
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le signe de a est positif car la distance r=0OC argeavec le temps : la voile solaire s'éloigne du
soleil.

A=r'/(r0" (3)élever au carré : A2=r'2/ (r0 )2
et -b/r = Y2 ' 24) d'our2 =(-2b) 8 2
soit0 ' = A}(-2bY% r¥? avec r(t) = ¢ (1+ atf.
d'oti8 '=A (-2b)* [ro(1+ atf] ¥2=A" (-2bY* rg 2 (1+ at)*?=de/dt
séparer les variabldset t : d = A7 (-2b)* rg ¥ (1+ at) P2 dt
remplace par sa valeup =2/3 : d® = A (-2b)* rg¥?(1+ at)* dt
primitive de (1+ af)*: a' log (1+at) + cte
or a =(-2b)’ro ¥ d'ou
8 =M1 (-2b)%r;*?a’ log (1+at) + cte A Blog (1+at) + cte
or at=0 ,0 o= 0 : la constante d'intégration est donc nulle
8 =A"Blog (1+at) soir tlog (1+atf avec r(t) = § (1+ at¥.

6 =A"log (r(t) / 1) soitr(t) = ro €%, spirale logarithmique

les ultrasons : aspect énergétique ; densité d'érgge sonore,
atténuation

concours physique agrégation 2008
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Une onde sonore transporte de I'énergie.

On place dans le milieu un piston sans masse ed'eixin transversale suffisamment grande pour
gu'on puisse négliger les effets de bord, placggraticulairement a la direction de propagation
d'une onde sonore, a I'abscisse g=Au passage de l'onde il se déplacélds.

Le principe fondamental de la dynamique indiquemgyiston sans masse n'est soumis a aucune
force de la part du milieu extérieur.

Le principe de l'action et de la réaction indique ¢g piston n'exerce, en retour, aucune actiofes
milieu : le piston ne perturbe donc pas I'onde.

Pour décrire la déformation du milieu, on isole tnaeche d'épaisseur infinitésimae et on écrit
que cette tranche est déplacé& @et).

W) = &(z0, 1).
On fait le vide a gauche du piston et un opératgintient le piston en position. L'opérateur
imprime alors au piston un mouvement caractériséepméme déplacemeHit(t) que dans la
situation précédente.

- A droite du piston, rien n'a changé par rappdat situation précédente : I'onde qui s'y propate e
identique.

- A gauche du piston, une onde sonore ne peutgpopager dans le vide.

Force F(t) exercée par I'opérateur, par unité dase, pour imposer le déplacem#fit) :
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Le piston étant sans masse, la force exercéeop@rditeur compense la force pressante exercée par
le milieu.

F(t) = p + 1M(20,1).
Compressibilité adiabatigyedu milieu ( I'indice S signifie " a entropie constl).

La tranche d'air&( épaisseur initiale dz et volume initiadlz ), d'épaisseur finale dz&dde volume
final £(dz + &) subit une variation de pression dpt=

V épl zV 1 X(dz +d&)
dg
= P
1l el Y@ o 1
¥y dz+dE& xl+d_§ y dz .
dz

On peut négliger&/dz devant 1 dans la mesure ou le volume de lahemarie peu et dans la
mesure ou la variation de pressioast petite devanip

On suppose que le déplacement du piston est sinusoidal de
pulsation Q : W(t) = W, cos (Qt).

Puissance mécanigue moyenne P dépenseée par
l'opérateur, par unité de surface pendant une getde
l'onde:

Puissance instantanée P(t%= (t) . F(t)

OrW(t) =&(zo, t) , soit(z, t) =W, cos Q (t- (z-z) /
c)].

Q . Q . 10 .
= (~vpsin(Q 1) = —ysin(Q ) = () = p— —— sin(Q1)
CZ|, C C ¥c

=0

f 10
Wz, 1) =—Qw sin(Q ) d ou: Pt)=—Qw, sin(L2t) ‘p———wsﬁin(ﬂt))
\ A C

<P() >=— pQu, <sin(@ 1) >+~ 2y csin2(@) »= 0+ =2 y2 = L 2
¥ c 2y ¢ 2y c

Orp,7 ¢’ =1don :EC:P(t} }=%Q:cp5w§]

Puissance moyenne déployée par l'opérateur poummpun mouvement quelconque au piston

On suppose que le déplacement est la somme ddaleiions sinusoidales de pulsatQnet Q.

Déplacement &, + &, ; surpressiomy + Tp ; la valeur moyenne d'un sinus étant nulle, <RPz
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+<P,> .

Tout mouvement peut étre décomposé en somme dediomisinus de pulsatiafl, par la
transformée de Fourier.

; . 1 . A%
Orpyre” =ldou:<P(t) >=—Qepw; =cp3-c::ﬂ\1' >
2 et )
7 a 2 FRY:
{P}chgfc:fcqwﬂ\! = d0) cpg-::fﬂf >
Y J \ & )

Vitesse quadratigue mn‘,fennj

Densité d'énergie sonore.
Considérons un élément de volume dV du milieu diesibn petite devant la longueur d'onde de la
perturbation sonore. Lors du passage de l'ond&|&etent de volume est comprimé ( ou déprim
mis en mouvement.

Masse dm de set élément : dmpgdV. On note v sa vitesse.

Energie cinétiquele cet élément : & Yodm ¥ = ¥, V2 dV.

Energie potentielle de compressiom travail recu lorsque la pression varie de ptarp

Travail élémentaire : 4V = -pdV.
Dans le cas d'une transformation adiabatiqf¥ :=dx dp dV.

En conséquence ¥ = - p dp dV puis intégrer de p a pt

dE, = ;;_[:“p dpdV = % p+m)? —p* v {u(ap+ vem )V |

L'énergie interne moyenne augmente lors du pastatiende de : (en tenant compte du fait que
<r>=0)
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<dE, »+<dE, »=Yap, < v’ = dV +y(<a=p+tr<a’ =)dV
:Ez’ip,:, <y’ = dV + Yoy <m ::-d'\a

Pour une onde sinusoidala (z, t) = -1k d&/dz avec(z, t) =W, cos R (t- (z-z) / €)].
dé¢/dz =W Q /csin Q (t- (z-z) / ©)].
Ti(z,t) = WoQ/ (X 0 sin [Q (t- (z-zo) / €)]
vitessev (z, t)= &/dt =-WQ sin [Q (t- (z-z) / ¢)] =Tt (z, 1) X C.
Soit en valeur quadratique moyenne/4(g, t)> = <m?(z, t) > x>c?.
Densité d'énergie sonore : %, t)> / (%) + Yo <v3(z, t)>.

Or pox ¢“= 1 d'oul la densité d'énergie sonopg <v3(z, t)>=x< 1t°(z, t) >.

Atténuation du son.

Lors du passage de I'onde acoustique une tranchelidu subit une alternance de phase
compression et de détente. Cette alternance codumi¢ variation alternative de la
température de la tranche.

On se place dans le cadre de I'approximation aicost le volume de la tranche varie pe
la variation de pression est petite devanfppOn pourra remplacer les variations de pression
et de température par leurs différentielles.

Que devient I'énergie d'une onde lors de son attéation ?

L'énergie mécanigue est convertie en énergie iatelatempérature du milieu va donc
augmenter.

Dans un gaz parfait la température dépend de &siore:

équation des gaz parfaits : pV = nRT

Pour une transformation adiabatigue :

I-

pV' =Cste ; V _DRT d'nﬁ:p(ﬁ} —p'T"=p ' T =Cste

P P
dT (l-ydp_, dT _y-17z T-T, _y-ix {T:TG(HLIEH
T v p T rvrp T Y p Y P
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si la variation de pressiamest positive, la température s'éléve.

Atténuation de l'onde :

La conduction de la chaleur est supposée réqgiapairde Fourier : ( D est le coefficient de
diffusion thermigue).

Cette équation décrit un phénomene irréversidechhleur va naturellement du chaud vers
le froid.

- pL
€z

Prenons le cas d'une onde sinusoidale, de longigndeA. A un instant donné, la
température est alors une fonction sinusoidaléatiedisse, de ptériode spatikleT(z) =T
+Ticos(3u/A+P).

Expression du courant thermigue associé :

_]'Q=—D%= DT, (= }31n(qﬂr+¢*J [DT{ }smk%aw(l)}]

Le courant thermique est d'autant plus grand gisigueur d'ond@ est plus petite
(fréquence élevée).

Les ondes de haute fréquence seront atténuéemaplidement.

Equation différentielle ; méthode d'Euler.

d'aprés bac Antilles septembre 2005

Une équation au service des sciences physiques

L'équation différentielle dx/dt é&ix =3 (1), (a et étant des grandeurs constantes), permet de
décrire un grand nombre de phénomeénes physiquiedbles au cours du temps: intensité, tension,
vitesse, grandeur radioactive.
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soluttons

Equation différentielle

x=L (e 5520

% + ox = avec , /7 constants ]

¥ = Xpe @ gyvec Xopconstante i p=0

A. Dans le domaine des systémes électriques

Cette premiere partie tend a montrer la validitérahaéle pour un circuit électrique mettant en jeu
une bobine d'inductance L et de résistance r =din& ,(donc non négligeable), et un conducteur

ohmique de résistance R = 12 ohms, alimenté pgénérateur délivrant une tension continue E =
6,1V.

expression littérale de la constante de temps T en fonction des parameétres du circuit : T =L/(R+r)

loi d'additivité des tensions Ezgl+ Usc.

tension aux bornes de la bobineg & Ldi/dt + ri

tension aux bornes du résisto:d Ri

E= Ldi/dt + ri +Ri ;di/dt +(R+r)/L i = E/Lééquation différentielle vérifiée par l'intensité.
en posanti= (R+r)/L et3 = E/L on retrouve le modele mathématique
eéquation horaire littérale i(t) d'aprés le modektmématique : i(t) B/a(1-exp(at)
i(t) = E/(R+r) (1-exp( -(R+nt/ L)
dériver par rapport au temps : di/dt = E/(R+r) eXB+nt/ L)
repport dans I'équation différentielle :

E/(R+r) exp( -(R+nt/ L) + E/L(1-exp( -(R+nt/ L) E/L
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La solution proposée valide bien I'équation diffédiele.

Sachant que = L/(R+r), cette équation horaire peut s'écifre= E/(R+r) (1-exp(-if)) .

On appellera | l'intensité en régime permanentbaut d'un temps suffisamment long le régime
permanent est atteint et expi}ttend vers zéro;

d'ou I= E/(R+r).

dans le domaine mécanique :

L'étude de la chute d'une bille d'acier, de massgams un fluide de masse volumiqugge a été
exploitée grace a un logiciel.

O LS i —

b -
pohOme) D)

] | [}
Evolution de 1a vitesse du centre d'inertie,

| valeurs expérimentales ef courbe modélisée
| - ———t —— - [

|

|

]

|
R Valeurs expérimentales
——  Courbe modélisde

N S ! | L,
000 010 020 030 04D 050 060 070

L'équation mathématique associée a la courbe modélisée, vérifie v(t) = 1,14(1-exp(-t/0,132)) (3), avec v(t)
enm.s' et tens. Cette équation est identifiable a la solution du modéle mathématique correspondant a 3
différent de zéro.

v(t) = 1,14(1-exp(-t/0,132)) identifié a : v(t)Bta (1-exp(at))
d'oua= 1/0,132 =7,58 §"; B/a = 1,14 soi3 = 1,140= 1,14/0,1328,64 m &.

(1-exp(-t/0,132)) est sans dimension ; le seconchione doit étre homogéene a une vitesse, en
conséquencp/a est homogeéne & une vitesse, exprimée dans ce case

L'équation différentielle ayant I'équation (3) paotution vérifie I'écriture : dv/dt & v=[ soit dv/d
+7,58v=28,64

Forces appliguées a la bitle
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poids, vertical vers le bas, valeur mgppW0
poussée d'Archiméde, verticale vers le haut, valleu¥ pryiged

force de frottement fluide, colinéaire et de semsti@ire a la vitesse, valeur f= kv, ( k=constante)

[T=puiccV (-)

—

—kv F+ﬁ+ﬁ=’m5=’m£

( dt

P=puite V g = mg

En utilisant un axe vertical orienté vers le basdconde loi de Newton s'écrit :
mdv/dt = -kv +mg-\Pruige g ; Mdv/dt +kv = mg-Wruige 9 ; Mdv/dt +kv = g(m-Wruige )
dv/dt + k/m v = g(1-\bsuige /mM).
expression littérale des coefficientset de I'équation :

o =k/m et =g(1-Vpsiuige /M).
valeur du coefficien si la poussée d'Archiméde était nulfe= g

Or I'équation différentielle ayant I'équation (up solution vérifie I'écriture dv/dt + 7,58 v =64,
dans laquell§ = 8,64, valeur différente de 9,81.

La poussée d'Archimede doit donc étre prise en tamp

Dans le domaine de la radioactivité :

Le *C est un traceur radioactif utilisé pour suivreparticulier I'évolution de la maladie de
Parkinson. Le traceur radioactif se fixe sur leseau. L'activité moyenne résiduelle évolue au §
du temps selon la loi A(t) =g&xp(At).

analyse dimensionnelle : dans I'expression "&xp{-, At est sans dimension, en conséquenest
homogeéne a l'inverse d'un temp3T ™.

relation liantA a la constante de tempslu radio isotopex= 1 /1.

Loi d'évolution A(t) en fonction de: A(t) = Ap exp(-tf).
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-
| A (10°Bq) ; _ . :
3,:”]"] - - . " g— - . . - : — = § == e - 1 .

Rl

200

150 |

[:I.J .jL: 100 f... i
30001
) . t(m{n)
0,00 +mr—r : e
0,00 2 40 &I 80 100 120 140

t¥2=20 min
constante de temps a t=t, A(1)= Agexp(-1) = 0,37 A
demi vie t¥2 : durée au bout de laquelle I'acti{® est égale a la moitié de I'activité initialg. A
valeur de\ = 1/ = 1/ 30 8,4 10° min™.

A1) = Agexp(t) ; dA(D)/dt = -Adexp(At) ; dA(D)/dE = AA()

x(t+ At) = x(t) 8%
or dt

relation liant A(tAt), A(t), A etAt : A(t+AL) = A(t) -AA(L) At ; A(t+AL) = A(L)(1-AAL).
La méthode d'Euler impose de se fixer unftgsour effectuer les calculs. Ce pas doit étre de
I'ordre du dixieme de la constante de temps, a'égte de I'ordre de 3 min : la valehdr= 15 min

n'est pas correctement adaptée a I'étude.
On choisit de faire les calculs avec un s 5 min.

Acuel5)= Ao(1-3,4 10%*5)=0,83 A= 0,83*3,00 18=2,4910 Bq.
Atneoriqué10)= Asexp(-100)=3,00 18 exp(-3,4*0,1)2,14 16 Ba.
date (min) Agyier (Ba) Adéorique (BA)

0 3,0010° | 3,0010°
5 2,4910° | 2,5310°
10 2,0710° | 2,1410°

15 1,72 10® | 1,80 10°
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On considérera que le choix feest pertinent si I'ecart relatif entre=fer €t A theorique€St inférieur .
5%.

Le plus grand écart est : 0,08/100/ 1,8 = 4,4%

La valeur proposée poilt est donc correctement adaptée.

un objet flotte a la surface de séparation de 2 liquides

£a1 Ihﬂ

Iercure

Une éprouvette graduée ( section S) contient deumerp, = 13600 kg/m) et de I'eaud,= 1000
kg/m®). Un objet cylindrique ( hauteur h, section sjtéiad la surface de séparation des deux
liquides. Le niveau du mercure s'éleve gde BO divisions et le niveau de I'eau s'éleve gde h60
divisions.

1. Calculer la masse volumique p de ce solide homogéne.

2. Méme expérience en utilisant un récipient suffisamment large afin que les niveaux des liquides ne
change pratiquement pas lors de I'introduction du cylindre. Un dispositif mantient ce solide a la
surface de séparation des liquides. Quelle est la hauteur d'immersion dans chaque liquide ?

g

Bl
S0
-

INeIc ure

3. Lecylindre est légerement écarté de sa position d'équilibre puis abandonné a lui méme. Quelle est
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la période des oscillations ?

corrigé

masse volumique du solide homogeéne :

Le volume du cylindre V () est égal au volume de liquide déplacé.
On note u la longueur d'une graduation et S ld@ede I'éprouvette (u en metre et S en m2)
V=uhS
volume immergé dans le mercurez ¥u h S
volume immergé dans l'eau 3 ¥ u (hbh-hy ) S

le solide est en équilibre sous l'action de la Béaisl'Archiméde et du poids du solide: la poussée
d'Archimede et le poids du cylindre ont méme norme.

Poids:\pg=uhSg
Poussée exercée par le mercurg pMy =u h Sp1 g
Poussée exercée par l'eawpyg=u (b -h;) Sp2g
uhhbSpg=uhSpig+u(-h)Sp2g
simplification parug Shhp=h p1+ (2 -y ) p2 .
p=1/h[hipr+ (hp-hw)pa

calculs: p =1/160 [80*13600+80*1000]F 300kg/m?>.

On choisit un axe vertical orienté vers le haut ; I'origine est située a la surface de séparation des liquides.
Zo est I'ordonnée de la partie supérieure du cylindre
Poids du cylindre: spg
Poussée exercée par le mercure : $)(ip20
Poussée exercée par l'eau § p-1y

shpg=s(h-3 prg+sap20
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simplification par g s hp =(h-z) p1 + Z p2
hp=hpi-p1z0+2p2
Zo=h(p1—-p)/(p2—p1) dans l'eau.

h-zo=h(p —p2 ) / (p2 —p1 ) dans le mercure.

On note z la position de la partie supérieure du cylindre, & une date t, par rapport a la position d'équilibre.
les lettres écrites erleu et engras sont associées a des grandeurs vectorielles.
poidsP =s hpg.
poussee F = s (h-3-2) p1 (-9)* s (3 +2) p2 (-9).
Dans un référentiel galiléen lié au récipient, ¥4°2noi de Newton s'écrit
s(h-3-2)p1(-9)+ s (3 +2)p2(-9) + shpg=ma. (1)
or a la position d'équilibre (z=0)
s(h-2)p(-9)*s (@) p2(-9) +shpg=0.(2)
soustrairg2) de(1) :
szp:1(-g)-szp2(-g)=ma
masse du cylindre : m =gh
szp1(-g)-szp2(-g)=skpa
piz(-g)-zp2(-g)=pa
projection sur un axe vertical :
pz"+(p1-p2)gz=0
z"+(p1-p2)9/lpz=0
dutype z"+#z=0

p1> p2 le mouvement est oscillatoire périodique

- h
m2=—p1 pggi?’:Eﬁ P

ph (py—palg
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mécanique des fluides incompressibles sup

révisions lycée (voir le Quiz)

cours 1 débit- vitesse- Bernoulli

Parmi les fluides, on distingue les liquides (incompressibles) et les gaz (compressibles).

débit volumique gy et débit massique g, :

AV am
qV _&t ,ﬁt ':Im _p:q\\.-'

m¥ gl kag! kgm?

vitesse (ms'l)et débit (m3s'1)

N L T
3 oy S oy

La -atesse mowvente est d'autant plus grande cue la section est faihle.

Le débit reste constant (liquide , gaz si tempéeatonstante et vitesse faible)

Bernoulli ( dans le cas de I'écoulement permanent d'un fluide parfait)

Bernoulli p + pgz +% pv?® =cte (fluide parfait)

p: pascal p kgm™ z atitude {m) v vitesse (mg!) g=0,8 ms?
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I:'[Vz WY )+ pO(Z; — Z4)+ [Pz F'1)
écoulemert (11—(2) sans échange de travail

\J|—'~.

éooulemert (11— averc échange ' énergie

1 P watt
5@[‘*’3‘"‘*’1)"‘}3@12 [sz_ :' D|_

puizsance P échangée

P >0 si le fluide recoit de I'énergie de la mackpampe)

P <0 si le fluide fournit de I'énergie a la mach{hebine)

applications

Phénomeéne de Venturi

Un conduit de section,Ssubit un étranglement en B ou sa section est
Sg. La vitesse dufluide augmente dans I'étranglenaemic sa pressic
y diminue.

—

Théoreme de Torricelli

réservoir muni d'un orifice de section s a sa bske<S?

(S section de la surface libre)

jet paraholique la pression ad surface du liquide est égale a celle de sodier{églige
la variation de pression liée a I'atmosphere tegg<st le débit se
conserve [sY= SV,].
=292z

cours 2 viscosité
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La viscosité r] est due aux frottements ; ces derniers s'opposent au glissement des couches fluides les

unes sur les autres. L'unité de viscosité dynamique est le Pascal seconde (Pa s) ou Poiseuille (PI) . La
viscosité des liquides diminue si la température augmente.

pertes de charge

Un fluide réel, en mouvement, subésipertes d'énergie a cause des frottements uairieis de:
canalisations.

écoulements laminaire ou turbulent

Le nombre de Reynolds (sans unité) permet de détersi un écoulement est laminaire ou

turbulent
Ul

P : masse volumique du fluide (kgin; v : vitesse moyenne(i)
D : diamétre de la conduite (m)
N = viscosité dynamique du fluide (Pa s)
Re < 2000 écoulement laminaire

Re > 3000 écoulement turbulent

Bernoulli appliqué a un fluide réel avec pertes de charge

1
EF"[V%— Vf)+ pOlZy — )+ (P - po)= —Ap

A pascals) représerte les pertes de charge entre (17 et (2

débit si écoulement laminaire : loi de Poiseuille
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L s
' I Y
i, débit-volumique (m3-s1),
t rayon intén eur (m),
1 viscosité dynamique du flude (Pas),

£ longueur entre les points (17 et (2) (m),
1 e pression du Auide aus points (1) et () (Pa).

cours 3 capillarité

Le lguide te moudlle pas

il _/T\

le liguide moville le support

On retrouve cet angle a la surface libre d'un dgurées des bords du récipient ; il provoque la
formation d'un ménisque dans les tubes.

Les agents tensioactifs abaissent la valeur dmnkidn superficielle des liquides dans lesquels ils
sont ajoutés pour les rendre mouillants, détergéntsiisifiants.

loi de Jurin
b 2-%-cosB
r-p-g

tin) rayon intérieur du tube

p kem® masse volumigque du liquide

o intenaté de lapesanteur

v Mm! tension superficielle du liquide
8 anegle de raccordement liguidefsolide

Un tube capillaire est un tube de rayon intériailsle. Plongé un tube capillaire, ouvert aux 2
extrémités, dans un liquide, provoque la montékgdide mouillant ou la descente du liquide
non mouillant d'une hauteur h.

exercice 1
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section D
L t=0

vidange d'un réservoir, la clepsydre
Le récipient est a symétrie de révolution autoun @xe vertical

1. Quelle est la vitesse de I'eau sortant due I'orifice de section s?
2. Quelle forme faut il donner au récipient pour que H-h soit une fonction affine du temps ?

corrigé

Th de Bernoulli entre la surface A et I'orifice de sortie O: le fluide est a la pression atmosphérique en A et
en O. La vitesse en A est négligeable devant la vitesse V en O si $>>s

pg(H-h)= 0,5p V2 d'ouV2=2g(H-h)

conservation du débit volumique entre un point de la surface et I'orifice dh/ dt étant la vitesse en A
dh dh s
v=5—ou —=—.129(H-h
ar ! @ ~sveetH-h
dh s
——— = —./2gdt
H-h 5 9

par intégration :

2

h{t) =H - —iﬁf
0 [Jﬁ :

forme du récipient

H
% = % J2g(H —h) est constant

D =Cte(H —h)

- ]
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=

F, SI_
I_

exercice 2 F

i

seringue

Le piston se déplace sans frottement ; le liquslesepposé parfait de masse volumigue
1. Exprimer le débit volumique a en fonction de la vitesse d'écoulement v dans I'aiguille et V dans
le corps de la seringue

2. Exprimer la force que I'opérateur doit exercer sur le piston en fonction du débit a et des
données.

corrigé
conservation du débit volumique entre le corpsadgetingue et l'aiguille
vs=VS
relation de Bernoulli entre ces mémes points
P. + 0,5pV2 =P, + 0,5pVv2
P, -P, =0,5P(V2-v2)
Ecrire que le piston est a I'équilibre en régimenament (pas d'accélération)
F+Py S-B S=0

F:(Pl-Po)S

F=D_5p5(1 1 ]a“

st 57

forces de pression sur la porte d'une écluse

exercice 3
Z A

Une porte d'écluse de largeur L retient de |'eau liquide supposé incompressible de masse volumique .
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1. Calculer aI'équilibre la résultante et le moment résultant (par rapport a O) des forces de
pression s'exergant sur cette porte.
2. Montrer que ce torseur est équivalent a une force appliquée en un point C, appelé centre de
pression que I'on déterminera.

H=6m;h=2m;L=4m;

corrigé

forces de pression

On note p la pression de I'air ambiant.

pression dans le liquide & une altitude z

agauche :p=p pg (H-2)

a droite : p =p+p g (h-2)

force pressante sur une surface de largeur L delvadz située a l'altitude z

liquide a gauche : p Ldz =¢pp g (H-z))Ldz dirigée a droite
intégrer entre O et H
liquide a droite : p Ldz = ¢ p g (h-z))Ldz dirigée & gauche

intégrer entre O et h

force pressante due a l'air (partie droite)
poLdz intégrer entre h et H

résultante des forces de pression :

F =0,5p g L (H?>-h?) dirigée suivant Ox

moment résultant par papporta O

partie — — - H: pgH*Y -
gauche M= EDM npdSi = [pu ?4- Z JLJ
partie - i d o~ H i d - h? pgl’? ™
o W= [ 2K Alp, + poth- 2))Ldz(- 1) + [ 2K A p,L dz(-T) = (p, LD
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i | P9 s nny |3
m__[ﬁ(H h)]J

On cherche a mettre ce moment sous la fcM = 0C ~F
les vecteurs moment et force ayant les expressiatessus.

= Hi+hH +h? _
o¢ = " thH+h”
3(H+h) -

applications numériques : F = 2,3MNet OC = 2,17 m

d'aprés concours interne d'ingénieur territorial 2005 Mécanique,

électricité, énergétique

Mécanique ( 4 pts).

On peut lire dans un documentation relative a angerde TGV que celle-a une masse M=380"
vide et 425 t en charge, une longueur L=200 muilesse de croisiére en palier (mouvement
uniforme horizontal) v= 300 km/h ; alimentation 25k0Hz ; capacité : 516 places. On considere
que le train roule sur un sol horizontal ; g = ®/&2.

1. Sachant que le train met 7 minutes pour passer de l'arrét a sa vitesse de croisiére, quelle est son
accélération supposée constante, pendant cette phase ?

2. Ce train de masse 420 t, passe sur un pont de 570 m de long alors qu'il roule a 300 km/h. Or ce pont
fait un bruit caractéristique des qu'une partie du train roule sur lui. Combien de temps dure ce bruit
?

3. Toujours a la méme vitesse, ce train aborde une courbe dont le rayon de courbure est de 6 km.
Comme les passagers ne sont pas attirés vers les parois latérales des wagons pendant ce tournant,
on demande de quel angle la voie est relevée.

4. La puissance électrique consommeée étant de 2000 kW en palier, les pertes thermiques et
mécaniques dans la motrices étant estimées a 10 % de la puissance absorbée, en déduire l'intensité
des forces de frottements opposées a I'avancement du train lorsqu'il roule a 300 km/h en palier.

corrigé
accélération a = Av/At avec Av en m/s et At en seconde.

Av =300/ 3,6 = 83,33 m/sht = 7*60 = 420 s ; a = 83,33/42024.98 m/s?

durée du bruit le bruit est audible dés que la motrice abordelgt jusqua ce que le dernier way
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quitte le pont.

La distance parcourue par la motrice est doncguear du pont + longueur du train =
570+200=770 m.

vitesse du train : 300 / 3,6 = 83,33 m/s ; durge @istance (m) / vitesse (m/s) = 770/83,33,Zs

tana = 83,33/ (6 10 *9,8) = 0,118 soitt =6,7°.
Puissance( en valeur absolue) des frotttement8 k20
puissance d'une force = vecteur vitesse scalagteweforce

d'ou 200 = v f soit f = 200 / 83,33Z4 kN

Electricité ( 3 pts)

Une installation fonctionnant sous 220 v - 50 Hnomhasé comprend :

- Un appareillage de puissance utile 29440 W, ddement)=0,8 et de facteur de puissance
co3p=0,75

- Un ensemble de 200 lampes de 100 W chacune.

La ligne qui alimente cette installation est éqlénée au dipole série de caractéristiqueg=0F05
Q ; L;i=0,001 H et ¢=12500uF. On demande :

L'intensité du courant dans la ligne.

Le facteur de puissance de l'installation.

Les pertes par effet joule dans la ligne.

La puissance apparente au départ de la ligne.
La tension au départ de la ligne.

Le facteur de puissance au départ de la ligne.

oukwnE

corrigé
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On note U : valeur efficace de la tension ; | : intensité efficace du courant ; P=Ul cos ¢( watt) puissance
active

S= UI, puissance apparente ( V A) et Q = Ulgsfrvar ) puissance réactive

La puissance consommée par l'appareillage vauk /Pendement =29440 / 0,8 = 36800 W = 36,8
kW

Q est positif si I'appareillage est inductif ; niégsi I'appareillage est capacitif
P (watt) S(VA) [Q |(var)
appareillage | 36800 |P/cos¢=36800/0,75 = 49067 |S sin¢p= 32455
lampes 20000 20000 0

total installation | 56800 | (568002+324552)*=65416 32455

intensité du courant dans la ligne : I= S/U =65226/=297 A
facteur de puissance de l'installation :{co®/S = 56800/654160-87.
pertes par effet joule dans la ligne : rl2 =0,05729 4410 W,
fréquence : f = 50 Hz ; pulsatiaos 2rf = 314 rad/s
réactance de la ligne X =k1/(Cw) = 0,001*314 - 1/( 0,0125*314)=0,314-0,255 =0,@9
Puissance réactive de la ligng €X[2=0,059*297 = 5204 var.
Puissance réactive totale : QF®Qns= 5204+32455 = 37660 var
Puissance active totale : R=PRns= 4410+56800=61210 W
Puissance apparente au départ de la ligne : S=QR¥: =(37666 + 61216)"*=71867 VA
tension au départ de la ligne : U= S/ =71867/2ZAZ V.

facteur de puissance au départ de la ligne : PIHB718679,85

Energétique (3 pts)

On considére un mur de béton de 10 cm d'épaissiségare un milieu a 18°C d'un milieu a -
20°C. La conductivité thermique du bétonXstl,1 W mi'K ™. On adoptera h=8,12 WK™ pour
tous les coefficients globaux de convection et nagment entre l'air et le béton.
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1. Calculer le flux thermique ¢ par m” de paroi.

2. Le mur étant constitué de deux parois de béton de 5 cm d'épaisseur séparées par une couche d'air
de 5 cm, calculer le nouveau flux ¢' et les températures dans le mur. On admettra que la
transmission de chaleur dans la couche d'air se fait uniquement par convection et rayonnement.
corrigé

résistance thermique du mur : R=e/A + 1/h ; e : épaisseur du béton

résistance thermique de I'ensemble : résistancmitpge du béton + résistance due a la convection
et rayonnement de chaque c6té de la paroi en béton.

R=0,1/1,1 + 2/8,12 = 0,337 Wh? K.
coefficient de transmission : K= 1/R = 1/0,337 8&Wm*K ™.

flux thermique surfaciqued= K(8¢-6) = 2,96(18+20)=13 W mZ.

résistance thermique de I'ensemble : résistance thermique du béton + résistance due a la convection et
rayonnement de chaque c6té de la paroi en béton + résistance thermique due a la convection et
rayonnement dans l'air interne.

résistance thermique du mur : R'x &/3/h ; e : épaisseur du béton
R'=0,1/1,1 + 3/8,12 = 0,46 W K.
coefficient de transmission : K'= 1/R'= 1/0,46 $2Wni’K™.
flux thermique surfacique®'= K'(6¢-6) = 2,17 (18+20) 82,5 W n¥.

températures internes du mur

R: = 1/h +e/A =1/8,12 +0,05/1,1 =0,169 ;1K= 1/0,169 =5,93 ;8:-6,) = ®'/K; =82,5/5,93 = 13,9
d'ou6; = 18-13,9 #4,1°C

méme calcul a partir de I'extérieur :

R, = 1/h +e/A =1/8,12 +0,05/1,1 =0,169 ;1K= 1/0,169 =5,93 ;8:-6r) = ®'/K; = 82,5/5,93 = 13,9
d'oub, =13,9-20 = 6,1°C

un anneau glisse sur une hélice.

Un anneau de masse m, de dimensions négligeaidss de déplace sur une piste hélicoidale
circulaire d'axe Oz et dont les équations paraou#gs sont : x =rcls y =rsirB ; z=10.

Les forces appliquées sont le poids, une forceateement d'intensité constante f, colinéaire a la
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vitesse mais de sens contraire et une réactioa piste normale au déplacement a chaque instant.

Y

Dans un référentiel terrestre galiléen :

1. Exprimer les composantes cartésiennes de la force de frottement en fonction de f, r, 6 et o angle
entre la vitesse et le plan horizontal. Pour la suite on admettra que cet angle est constant et on
exprimera tan o en fonction de h et r.

2. Calculer le travail de la force de frottement lors du déplacement entre les points B (8 =4T) et A
(6=0).
3. Exprimer en fonction des données le travail du poids et de la réaction de la piste entre B et A.

4. En déduire la vitesse de I'anneau au point A sachant que sa vitesse initiale était nulle en B.
Discuter.

corrigé
Dans le repére local (u, t, k) les composantes de la force de frottement sont :
(0; fcosa ; fsina)

F=frosot +foin ok

or t=-sm B, +coshu,

t = —feos zsm B, +fces Du:c:'SBﬁ}, +fain ok

composante de la vitesse, dérivée du vecteur pogar rapport au temps :
(-rsimlB';rco®0';h0")
ou dans le repére local (u, t, K) :
0,6°;h8")

tana=he'/ (8 =h/r.
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travail de la force de frottement :

déplacement élémentaire :
dx =-rsir0dd;dy=rco®do;dz=hdo;
frottement (-f coa sind ; f cosx coB ; f sina)
produit scalaire entre les vecteurs frottemengetatement
-frcosn sin®d + fr cosx cos® + f h siro do .
Pour obtenir le travail sur le déplacement B verspegrer entretet 0,a et r sont constants
en remarquant que sthz ¥2(1-cos(B)) et que co®¥= %2(1+cos(B))

W = -4nf [r cosa + h sim].

travail du poidsde Ben A :

travail élémentaire au cours du déplacement éléreriid® :
dW = mghd®
Pour obtenir le travail sur le déplacement B verinfegrer entre #tet O:

W = 4rtmgh.

le travail de la réaction normale est nul ( foregepgendiculaire au déplacement)
vitesseen A :

écrire le théoréme de I'énergie cinétique entré B :gen B la vitesse est nulle)

Yomv3, = 4rtmgh-4mtf [r cosa + h sim].
V25 =8rt[gh - f /m[r cosx + h sir]].
cela est possible a condition que les frottemeatsaient pas trop importants :

mgh>4rmtf [r cosa + h sim].
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Mouvement d'un solide ponctuel en micrograyit&anique

Données pesanteur a la surface de la Terrg=9@ m/s? ; rayon de la Terre R= 6370 km .
centre de la Terre est noté C ; M : masse de leBIG la constante de la gravitation.

référentiel géocentriguesolide formé par le centre de la terre et packntres de 3 étoiles
lointaines ; I'origine du repere est le centread&drre ; les trois axes pointent vers des étoiles
lointaines qui paraissent fixes.

Le référentiel géocentrique est pratiguement galiléu voisinage de la Terre si on ne tient
pas compte des attractions des autres astres.

Placer un véhicule spatial ( masse m) ur une orbiiire autour de la Terre a l'altitude
300 km:

L'étude est faite dans le référentiel géocentrique

1°® méthode ce véhicule est lancé verticalement depuis ttase de la Terre avec une
vitesse y afin qu'il atteigne l'altitude h ; sa vitesse @exinulle ; on lui communique alors

une vitesse horizontalg.v

Calculs des vitessesn écrivant la conservation de I'énergie mécanigpsede la montée :

énergie potentielle a la distance r du centre destee : -mMG/r ( I'origine de cette énergie
potentielle est prise a l'infini)

a la surface de la Terre, |'énergie mécanique Vemw? - mMMG/R
a l'altitude h ou la vitesse est nulle, I'énergécamique vaut : - mMMG/(R+h)

L'énergie mécanique se conserve : ¥mmMG/R = - mMG/(R+h) ; ¥ =2MG[ 1/R -
1/(R+h]= 2MGh / (R(R+h))

De plus en assimilant le poids a l'attraction &ree( a la surface de la Terre) : mg = GMn
soit GM= gR?

d'oul :vo® =2gRh / (R+h)= 2*9,8+6,37 16+3 10°/ 6,67 16=5,61 16 ; v, =2370 m/s

Ecrire la 2 loi de Newton sur l'orbite circulaire : le satilln'est soumis qu'a la force de
gravitation de la Terre ;

l'accélération est centripéte de valeyr &2 / (R+h) ; d'otl GMm/(R+H)= mw? / (R+h)
va2 =GM/(R+h) = gR?/(R+h) ;v1 =R[g/(R+h)]"= 6,37 16[9,8/6,67 16"= 7721 m/s

vitesse angulaire du satelliteo= vi/(R+h)=1,16 10’ rad/s.
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En réalité il est plus économique de

- Traverser verticalement I'atmosphére afin detémie freinage ; puis en modifiant
I'inclinaison de la poussée du moteur on gagnkil®elliptique de Holmann dont I'apogée
est l'altitude h. Cette apogée étant atteinte, enaomouveau en marche le moteur pour

obtenir la vitessev

- Dans le cas de satellite géostationnaire, dortit®est dans le plan équatorial, il vaut mi
que la base de lancement soit proche de I'équareur.

Le satellite est sur son orbite ; on étudie le nemoent d'un petit objet, en impesanteur ( ou
microgravité), libre de se déplacer dans le satelli

Le référentiel d'étude (r) est lié au satellite.cemtre de masse du satellite, noté A, est le
cente de ce référentiel. L'objet est assimilé a umppiatériel P de masse m repéré, dan:
par les cordonnées du point P ( X, y, z) ; la pmsiinitiale R a les coordonnéesy®¥o, Z).

Forcess'exercant, dans (r), sur I'objet P

F=— GMm [ meARaBY
S A F=—mw$a VP
or GM=v'R+h)=w’R+h)’ | | |
attraction terrestre

force d'inertie: |

HP projection deCP sur la plan de la trajectoire du satellite ( lemngleurs écrites en bleu et
gras sont des vecteurs)

' F.=—2moAv
force de Coriolis | La force de Coriolis, perpendiculaire a la vite
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ne travaille pas.
L’attraction terrestre dérive de I'énergie potelfgie -GMm/ CP= -mw? (R+h)*/ CP.

La force d'inertie centrifuge dérive de I'énergieantielle : -vamuw’ HP.

Energie potentielletotale de P : = -m o’ (R+h)/ CP + -Yamw’ HP? = -m w?[(R+h)*/
CP+%4HPB |

Exprimons cette énergie potentielle au voisinag@ de, y et z petits deavnt R+h.

on note, pour simplifier I'écriture r= R+h ; aveldP? = (r+x)2+y2= r2+2rx+x2+y? et
CP2=HP2+z2

d'oll 1/CP= ( r2+2rx+x2+y2 +72§ .
mettre r2 en facteur commun : 1/CPS(rl+2x/r +(x2+y2 +z2)/r2) .
Or : (1+€)™” voisin de 1-1% +3/8¢ 2 avece = 2x/r +(x2+y2 +z2)/r2
d'ot : 1/CP="H1-x/r -(x2+y2 +z2)/ (2r2) + 3x2/(2r?)]
soit B= -ma r1-x/r -(x2+y? +z2)/ (2r2) + 3x2/(2r2)] -Yand| r2+2rx+x2+y?] =-mwf[1,5 r2-

Y5(z2-3x2)}

force totale et équations différentielleségissant le mouvement de P

GRS

Atz =—EI'§CI EP+E<:

m

Ecrire la seconde loi de Newtot

mx" = -dB/dx+Fc x = 3mw’™ + 2 mwy' (1)
my" = -dE/dy+Fcy = -2 mux' (2)
mz"= -dg/dz+F; , = -mu’z ou bien z" &’z =0 @)

La solution de J) est du type : z=gzos(t+¢) avec z(0)=get z'(0) =0 ; or z'= wZwSsin
(wt+¢) d'ou 0 = -3 wsinp—> ¢=0 ouT

de plus z(0) = 0 =gzcos¢$ donned=0. z= 7, cos(t).
Par intégrationd) devient : y'= -2)X-Xo) (4)

Repport dansl) : x"=3w’X - 4 6*(X-Xo) SOit X"+ w’X = 4 w’Xo.
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la solution est du type : x= A cad + B sint)+ 4xo.

or X(0)=x soit X = A + 4% --> A= -3X ; de plus x'(0)=0 soit -& sin(0)+ Bw cos(0) =0 -->
B=0 ; x= Xo (4-3cos)).

Repport dans4] : y'= 6wxo[ cos(t)-1] ; par intégratiory = 6x[ sin(wt)-wt] + yo.

La trajectoire est une cycloide décalée par ragpbaixe des x. Initialement la force d'inertie
centrifuge I'emporte ; puis la vitesse augmenta &irce de Coriolis courbe la trajectoire.

haut parleur (Capes 95)

La partie mécanique d'un haut parleur est constitiiégne membrane mobile, en forme
de cbne, solidaire d'un mandrin cylindrique suutdast enroulé le fil du bobinage.
L'ensemble est maintenu en place par des suspsrdestiques qui jouent le role de
guidage (le mouvement est limité a une transladeiéquipage mobile) . La partie
mobile peut étre représentée par une masse m,ilada@ un point matériel, mobile
sans frottement sur une tige horizontale Oz. Hteappelée vers sa position
d'équilibre (le point O) par un ressort de massgigeable, de raideur k, pouvant

1 travailler en extension comme en compression. @erecle point M par son abscisse z.

I . On écarte M de sa position d'équilibre et on laédasans vitese a l'instant t=0, a
oscillatio l'abscisse g Ecrire I'équation différentielle du mouvement\e
nslibres 2 Endéduire la pulsation et la périodgdli mouvement.
3. Calculer la période et la fréquence si m=8g et B&18 ™.

corrigé

7
0 jlf\/\/\f\ﬂ 2
TV VYV

P

systéme étudié : la masse m; référentiel du labimeasupposée galiléen.

trois foces s'exercent sur le point M :

—

T =-—kz

le poids , la réaction du systeme de quidage tehision du ressol

La relation fondamentale de la dynamique s'écrit :
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PeT+BE=ma

profectionsur Oz mz" = —kz

L'équation différentielle est celle d'un oscillatbarmonique :
. s .. i
prlsationm, = |— peériodeT, = 2m |—
L i
application numériquety=438,2 rad $; T¢=14,3 ms ; N=69,8 Hz

L'action de I'air ambiant sur la membrane se résaimnee force colinéaire a la vitesse
et de sens contraire , le coef de proportionataétépositif

=

Ecrire la nouvelle équation différentielle du moonent
2. Le systeme fonctionne en régime critique, détermanefonction de k et m la
valeur fc de f. calculer fc.

3. Ecrire I'équation différentielle en fonction dg et =f / fc.
2 4. La masse m étant abandonnée sans vitessgaeinstant t=0, donner I'allure
des graphes z=f(t) lorsqeest supérieur, inférieur ou égal a 1.
o Dans le cas oQ est inférieur a 1, déterminer I'expression deskugo période
OSC'_”at'o T en fonction de Jeta. Calculer T poun =0,1.
nslibres g | orsquen est nettement inférieur a 1, on peut considérerlgumouvement est

amorties sinusoidal de périodg z=a cosgt+q) Exprimer I'énergie E de cet oscillateur
en fonction de k et a puis en fonction deumet a.
7. Calculer la valeur W du trawail de la force detieatent mis en jeu au cours
d'une période en fonction de mua,eta.
8. En déduire I'expression du rapport Q=-2p E / Waarction de m, f ety . Quel
nom donne t-on habituellement a Q

corrigé
Aux forces précédentes on ajoute la force de frodte
mi=—f -+ P+ R
mi+ fz+hkz=0

I'équation caractéristique associée a I'équatitférdntielle s'écrit :
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mr2+fr+k =0
La nature des solutions dépend du signe du distaintd=f 2-4km
Le régime critique correspond&0 soitf2= 4km
valeur numérique-£7 kg s".
L'équation différentielle s'écrit en remplac&in parwy? etf paraf..
Z"+ 200y 2'+tu2z=0
le discriminant réduit s'écritA'= w? (02-1)
« a<1lA'<0 frottement faible régime pseudopériodique

« 0=1A'=0 régime critique
- 0o>1A>0, frottement important, régime apériodique.

zt) A A z(t)

e sendo-pério digue
apériodique criticne
t t

frottement faiblen<1, les solutions de I'éqution différentielle sdatla forme :

z = A exp{—aw t)cos(am, 1 - a’t+ @)
at=0: z=g et z'=0 permettent de déterminer ApgfA=zqet $=0)

La pseudo-période est égale ax:tfes faible devant 1)

2

" mrn(1+%}

B 2 _7 1
= =T
R o Nl-¢a’
application numeérique : T=14,3 ms
I'écart relatif estiz/2 = 0,5%
L'énergie de cet oscillateur est la somme de sergénpotentielle élastique ( énergie
potentielle de pesanteur est constante, mouveraenng horizontale) et de son
énergie cinétique.

E=0,5 mv2+0,5 kz2 = 0,5 an?sin?(uxt+$)+0,5 kazcostnt+d)
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or k=mwy? d'ouE=0,5 ka?

travail de la force de frottement au cours d'unegé:

W= Fovdr=-| f2di=-faal] sin’ (@t + p)dr

W =— fuem; % = Aromwia’

Expression du facteur de qualité Q de l'oscillateur

Sur le mandrin cylindrique de I'équipage mobil@ earoule sous forme de spires
jointives une longueur | de fil conducteur et lemble est plongé dans un champ
magnétique radial de norme constante.

1. Déterminer la force magnétique exercée sur l'erroaht lorsqu'il est parcou
par un courant i.
2. On impose un courant i sinusoidalgsih wt. Ecrire la nouvelle équation
3 différentielle du mouvement de M en fonctionwg a,i B, | et m. Quelle est la
signification physique de I'équation sans seconohibme ? Qu'appelle t-on

I régime forcé ?
oscillatio

3. On cherche en régime forcé une solution de la farsecoq wt.+9).
ns, Déterminer a e.
forcees 4. Tracer l'allure de la courbe @#f(t) sia<<1 eta>>1. Faire apparaitre la

grandeur Q sur le graphique.
corrigé
force de Laplace exercée sur un élément de courant

dF =idl » B =idlBi
mriauif@ﬁf:F:ﬂBﬁ

Il suffit d'ajouter la force de Laplace au autrecés

mz"=-fz'-kz+ilB
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Soitz"+ 2awp z'+we? z = Bl/m lpcos(ut)

La solution de I'équation différentielle sans secorembre correspond au régime
transitoire. Ce régime disparait au bout d'un teagsez court, quelle que soit la val
dea, pour faire place a un régime permanent

La solution générale de I'équation différentielela somme de la solution générale

I'équation sans second membre et de la solutiditplare acost). Le régime
permanent correspond au régime foré imposé patakenr.

solution de I'équatiofméthode utilisant les nombres complexes).

f=ljemp(jwt) E=aexp(jut+e) i= jol,i=-w'Z

(-® +2jewe, +al)z=—7
"

On trouve :

Bl fm :
(-a + 2je &7 fig +mng}
4 Bl fm
J(m,?; -V + A e ary )
— 2o o g

22
&y -

E=acexpl i@ =

tan ¢ =

fu otrr 1

TE

La bobine du haut parleur de résistance r et ditashee L est alimentée par une
tension u variable.

1. L'équipage mobile étant animé d'une vitesse vugaida valeur de la fem aux
étude bomes (EIe la _bobine. _ _ o
énergétiq . Ecrire I'equatlon aux mal_lles\relgtlve au cchetltdanroyle/ment.
3. En combinant cette relation a I'équation différelfei précedente, montrer que
ue le produit ui se met sous la forme de 5 termes doronnera la sigification.
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4. Bilan de puissance de fonctionnement : la puissanoastique est mesurée a
l'aide d'un sonometre. Le haut parleur est momé@siaffle, il rayonne de
facon isotrope dans le demi espace face au hdeupal.e sonometre étant
placé a 1 m du haut parleur, on peut considérdagseuce est quasi ponctue
Le haut parleur est alimenté par une tension sidatmde fréquence variable
maisl%le valeur efficace u constante. L'intensittosmen dB esti=10 log
(1120

frequence HZ électrique wattntensité dE
60 0,196 89
200 0,847 99

« Calculer l'intensité acoustique pour les 2 frégeehunnées.

- En déduire la puissance acoustique émise par lkeplaaleur et son rendement
acoustique.

« Que devient la puissance électrigue non transfoengaiissance acoustique.

corrigé

e= -Blv
I'équation électrique relative au circuit s'écrit :

& :ri+£.§+ﬂfv d'autre pait[]:mi—v+ﬁ+ﬁ:z—iﬂf
£ t

multiplier la premiere par i et la seconde paruwisgajouter :

ol dwr d .1 d .1 d .1
Wizt Lt mv —4 A kvt — (= L — (— )+ A — (=
dlt dt F i (2 ) dt (2 S+ F dt(E )

ui : puissance regue par le dipole
ri2 : puissance dissipée par effet joule
0,5 Li2 : puissance stockée dans la bobine
0,5 mv2: énergie cinétique de I'équipage mobile
fv2 : puissance de la force de frottement
0,5 kz2 : énergie potentielle élastique
La puissance acoustique émise sur une demi spsicégale a
A 60 Hz, Pa=5 mW et & 200 Hz, Pa=50 mW.

rendement : pa/ p=2,5 % a 60Hz et 6 % a 200 Hz.
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La puissance moyenne fournie par le générateuigedt a la somme de la puissance
sonore rayonnée par la source et de la puissandeepar effet joule.

haut parleur (Capes 95)

La partie mécanique d'un haut parleur est constitiigtne membrane
mobile, en forme de cbne, solidaire d'un mandrimdyique sur lequel e:
enroulé le fil du bobinage. L'ensemble est mainemplace par des
suspensions élastiques qui jouent le rble de geiflagnouvement est
limité a une translation de I'équipage mobile) plagtie mobile peut étre
représentée par une masse m, assimilable a unrpatétiel, mobile sans
frottement sur une tige horizontale Oz. Elle eppedée vers sa position
1 d'équilibre (le point O) par un ressort de massgigeable, de raideur k,

pouvant travailler en extension comme en compras§io repere le point
M par son abscisse z.

oscillatio

ns libores 1. On écarte M de sa position d'équilibre et on ladagans vitese a

I'instant t=0, a I'abscisseg. £crire I'équation différentielle du

mouvement de M.

En déduire la pulsation et la périodgdli mouvement.

Calculer la période et la fréquence si m=8g et B618m".

w N

corrigé

R
o jlm\m\n .,
WY VL

P

systéme étudié : la masse m; référentiel du labmeasupposé galiléen.
trois foces s'exercent sur le point M :

le poids , la réaction du systéme de quidage tenision du ressort
T'=-Ik
La relation fondamentale de la dynamique s'écrit :

P+T+FR=md

profectionsur Oz mz" = —kz

L'équation différentielle est celle d'un oscillatbarmonique :
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prlsationa, = E periodeT, = 2:-1\[%
1 k

application numériqueay=438,2 rad $; T;=14,3 ms ; N=69,8 Hz

L'action de I'air ambiant sur la membrane se résamnee force colinéaire
a la vitesse et de sens contraire , le coef deoptiopalité étant positif

Fep

1. Ecrire la nouvelle équation différentielle du moonent
2. Le systéme fonctionne en régime critiqgue, détermgnefonction
de k et m la valeur fc de f. calculer fc.

3. Ecrire I'équation différentielle en fonction dg eta=f / fc.
2 4. La masse m étant abandonnée sans vitessgéelinstant t=0,
donner l'allure des graphes z=f(t) lorsquest supérieur, inférieur
_ ou égal a 1.
oscillatio o ; o .
lib Dans le cas ol est inférieur & 1, déterminer I'expression de la
ns 1l r_eS pseudo période T en fonction deéta. Calculer T poun =0,1.
amorties g | orsquea est nettement inférieur a 1, on peut considérerigu

mouvement est sinusoidal de périogléZ=a cost+¢) Exprimer
I'énergie E de cet oscillateur en fonction de & ptis en fonction
de m,uy et a.

7. Calculerla valeur W du trawail de la force de frottemens mn jet
au cours d'une période en fonction de myeeta.

8. En déduire I'expression du rapport Q£ / W en fonction de m
etwy . Quel nom donne t-on habituellement a Q

corrigé
Aux forces précédentes on ajoute la force de frodte

mi=—f-lZ+P+R
mi+ fz+hkz=0
I'équation caractéristiqgue associée a I'équatitiérdntielle s'écrit :
mr2+fr+k =0
La nature des solutions dépend du signe du distamd=f 2-4km

Le régime critique correspond¥&0 soitf:2= 4km

valeur numérique£7 kg s'.
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L'équation différentielle s'écrit en remplaclih parwg? etf paraf..
z"+ 200y 2'+w? z= 0
le discriminant réduit s'écrith'= wy? (a2-1)
+ 0<1A'<0 frottement faible régime pseudopériodique

« a=1A'=0 régime critique
« a>1A>0, frottement important, régime apériodique.

z(t) z(t) z(t)

— genido- pétio digue
apérindigue critioe
t t

frottement faiblen<1, les solutions de I'éqution différentielle sdatla
forme :

z = Aexp(—amt)cos(wm vl - a’t + @)
at=0: z=g et z'=0 permettent de déterminer ApeA=zqet $=0)

La pseudo-période est égale ax:tfes faible devant 1)

2

" mrn(1+%}

__ o 1
&}U\I'I—CEE ’ Nl-¢a’
application numérique : T=14,3 ms
I'écart relatif esti?/2 = 0,5%
L'énergie de cet oscillateur est la somme de serg@potentielle
élastique ( énergie potentielle de pesanteur esttante, mouvement sur
une horizontale) et de son énergie cinétique.
E=0,5 mv2+0,5 kz2 = 0,5 am?sin?(pt+¢d)+0,5 kazcosot+¢)
or k=muy? d'ouE=0,5 kaz

travail de la force de frottement au cours d'unepé:
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W= Fvde=—[ fPde=—faai] sin’(wyt+ @)t

W =— fute; % = 2remwia’

Expression du facteur de qualité Q de I'oscillateur

Sur le mandrin cylindrique de I'équipage mobil@ earoule sous forme
de spires jointives une longueur | de fil conductu'ensemble est plon
dans un champ magnétique radial de norme constante.

1. Déterminer la force magnétique exercée sur |I'erroaht lorsqu'il
3 est parcouru par un courant i.
2. On impose un courant i sinusoidalgsth wt. Ecrire la nouvelle
éguation différentielle du mouvement de M en famttilewy, a,i
T B, I et m. Quelle est la signification physiquel'dguation sans
oscillatio , L0 )
second membre ? Qu'appelle t-on régime forcé ?
nsl 3. On cherche en régime forcé une solution de la farazecos
forcees (wt.+¢). Déterminer a &p.
4. Tracer l'allure de la courbe @#f(t) sia<<l eta>>1. Faire
apparaitre la grandeur Q sur le graphique.

corrigé

force de Laplace exercée sur un élément de courant

dF =idl » B =idlBi
mrfauzfeﬁf:F:ﬂBﬁ

Il suffit d'ajouter la force de Laplace au autrecés
mz"=-fz'-kz+ilB
Soitz"+ 20wy z'+u? Z = Bl/m lpcos(t)

La solution de I'équation différentielle sans setorembre correspond au
régime transitoire. Ce régime disparait au bout tBmps assez court,
quelle que soit la valeur ae pour faire place a un régime permanent

La solution générale de I'équation différentiebela somme de la soluti

générale de I'équation sans second membre etsdéukzon particuliére
acos(at). Le régime permanent correspond au régime foppsé par

HUGUES SILA EXERCICES CORRIGES DE MECANIQUE|




155

http://sila.e-monsite.com

HUGUES SILA

A

étude
énergetiq
ue

I'exitateur.

solution de I'équatiofméthode utilisant les nombres complexes).

i_=fDEXp(jmf,:l;E:aexp(jﬂjﬁ+¢3};i_: JmE E=-m'E
Al

(-@® +2je &7 i, +m,:,2]f =—1I
i

On trouve :

Bl fm -
(-a + 2je &7 fig +mng}
3 Bl fm
B J(m,?; ~w 1 e w £, 3
— 2o o g

22
&y -

E=acexpl i@ =

I

tan ¢ =

o< ] alew=10)
7 o1
0

2

L £
a1 — o’ g

La bobine du haut parleur de résistance r et ditaahce L est alimentée
par une tension u variable.

1. L'équipage mobile étant animé d'une sé&e v, calculer la valeur |

la fem aux bornes de la bobine.

Ecrire I'équation aux mailles relative au circwetlgnroulement.

En combinant cette relation a I'équation différelidi précédente,

montrer que le produit ui se met sous la forme thirrhes dont on

donnera la sigification.

4. Bilan de puissance de fonctionnement : la puissanoastique est
mesureée a l'aide d'un sonomeétre. Le haut parléun@sté sur un
baffle, il rayonne de fagon isotrope dans le despaee face au
haut parleur.. Le sonometre étant placé a 1 m dugaaleur, on
peut considéré que la souce est quasi ponctualbalt parleur e
alimenté par une tension sinusoidale de fréqueakable mais de
valeulrzefficace u constante. L'intensité sonordRest §,=10 log
(1/207)

w N
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fréquence HA électrique wattntensité dE
60 0,196 89
200 0,847 99

« Calculer l'intensité acoustique pour les 2 frégeahunnées.

- En déduire la puissance acoustique émise par leplaaleur et son
rendement acoustique.

« Que devient la puissance électriqgue non transfoengmiissance
acoustique.

corrigé

e=-Blv

I'équation électrique relative au circuit s'écrit :

& :ri+£.§+ﬂfv d'autre pait[]:mi—v+ﬁ+ﬁ:z—iﬂf
£ t

multiplier la premiere par i et la seconde paruisgjouter :

i dw d .1 d .1
wi=rit Lt v —+ A kv =t + (=L — (=) + A A
ddt dt fv :1’5(2 ) dt(E Y+

ui : puissance regue par le dipole
ri2 : puissance dissipée par effet joule
0,5 Li2 : puissance stockéee dans la bobine
0,5 mv2: énergie cinétique de I'équipage mobile
fv2 : puissance de la force de frottement

0,5 kz2 : énergie potentielle élastique

La puissance acoustique émise sur une demi spsicégale a &
A 60 Hz, Pa=5 mW et a 200 Hz, Pa=50 mW.
rendement : pa/ p=2,5 % a 60Hz et 6 % a 200 Hz.
La puissance moyenne fournie par le générateugede a la somme de

puissance sonore rayonnée par la source et désksapae perdue par ef
joule.

HUGUES SILA EXERCICES CORRIGES DE MECANIQUE|




157 http://sila.e-monsite.com

oscillateur élastique verticalconcours ITPE 2008

Une sphere, supposée ponctuelle, de masse m=Ki&gspendue a un ressort vertical sans
masse, de raideur k dans un champ de pesantearmaifiintensité g. L'autre extrémité du
ressort est fixe en O. Le probléme est paramétr@mpaxe vertical orienté vers le bas. On
notera z I'abscisse de la sphere.

Déterminer la position d'équilibre zsq de la sphére en fonction de la longueur a vide du
ressort Lo, m, g et k

—

T

mg
A I'équilibre le poids est opposé a la tensioragehsion est proportionnelle & I'allongement
du ressort.
mg=K(LesLo) ; masse en kg ;drLo en metre ; &= Leg
Zsq= Lo + mg/k

On écarte la sphere de sa position d'équilibre et
on lache la sphere sans vitesse initiale.

Etablir I'équation du mouvement de la sphére
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W
Ecrire la seconde loi de Newton sur I'axe Oz :Hk{rmg=mz"
-K(z-25q +Zeq -Lo)+mg = mz" ; -k(z-2q) -K(Zsq-Lo)+mg = mz"

Or k(zsq-Lo)= mg d'ou : -k(z-2;) = mz".

On choisit la position d'équilibre comme nouveltgime en posant u = zsg:
il vient : -ku = mu" soit u" +k/m u= 0y"+ ap°u = 0 (1) avecwy’ = k/m.
Quel est la nature du mouvemen?

(1) est I'équation différentielle d'un oscillateur hamgue : mouvement sinusoidal périodi
non amorti.

Donner la position u de la sphére par rapport a lgosition d'équilibre en fonction du
temps ; on note u(t=0) = a

u(t) = A cos (wot+d)
at=0, u(0) =a = Acds; doud =0 et A=a.
u(t) = a cos (wot).

Proposer deux méthodes expérimentales permettant de
déterminer k.

méthode statique :

Accrocher une masse m au ressort et mesurer son
allongement x : a I'équilibre, le poids a méme wabaie la
tension.

mg = kx d'ou k = mag/x

mesure de la période des petites oscillations :

Faire osciller le systéme {ressort + masse acroghée
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I'extrémité} dans un plan vertical en écartanissort de 1
deqrés par rapport a la verticale. Mesurer la ddeé&0
oscillations (10 périodes T)

T = 2nm(m/K)” : k = 4em/T>.

Etablir I'expression de I'énergie potentielle de psanteur.
On choisit l'origine de I'énergie potentielle gtsition d'équilibre &,
Travail du poids mg pour passer de la positigyada position z >0 : mg(zs4

La variation de I'énergie potentielle de pesangstif'oppose du travail du poidAE,=
Mg (zsz)

En posant u = zsg: AEp,= -mgu

AEpp=Epp(2) - Epp(Zeg) = -mgu-0 d'otE,(u) = -mgu.

Etablir I'expression de I'énergie potentielle élasgue du ressort
On choisit l'origine de I'énergie potentielle gtsition d'équilibre &

Travail de la tension T= -k(zg). pour passer de la positiog, 2 la position z >0 :

-E, Tdz= —kfr (z-Lg)ydz= —%l‘:{(z—L.:,jl] :—1;’21{[(2—1,_,,)1]+1/21{[(Zé‘1 —L:,jl]

z
z
=

%kl(z—L_:,)JJ:‘fzkl{z-za-q +zéq—L_:.)3J=1/zkl|[zéq =L P+(z-2: P +2z L Nz-Z éq)J

—Vzkll[z—L o leJ+Vzkl(zéq —L.:.:IJJ=—1/21{(Z Zg k(23 L NZ-25 )=7

La variation de 'énergie potentielle élastiquel'epiposé du travail de la tensioAE,s=
Lokuf+mgu

AEpe=Epdz) - Eop(zeg) = Yokuf+ mgu d'olE ps(u) = Yoku’+ mgu.
Total énergie potentielleEp = 1zku?.

Dans quelle condition peut-on considérer le systentemme conservatif?

Si seule la tension et le poids travaillent ( albsete frottements) le systeme est conservatif.

Tracer sur un méme graphique les courbes représental'énergie mécanique et I'énergir
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potentielle du systeme en fonction de.

Em=Ec+Ep (enJ]

Ec = Vﬂu-':
Ep = !»'ELCI_I:
uim’

Montrer comment on peut lire la valeur de I'énerge cinétique
Energie cinétique = énergie mécanique - énergienpielle
Energie mécanique = ¥ka

Montrer qu'en moyenne il y a équipartition de I'énegie cinétique et de I'énergie
potentielle.

, —cas(? m(amg}::
(Ee)=vm(acytL I:sin o)t =m(aoy) L LTI caﬁé‘%t)dF . =.

VIR I a1l Flcos(Zagt) . _
{Ep'\=Yika T J; cos (wgt)dt ~/2ka’ - f:- — et

Fonction de transfert, diagramme de Bodeoncours ITPE 2007

Les grandeurs soulignées sont des nombres complexes

Déterminer la fonction de transfert T(w) = Ud/Uk.
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admittance complexe de R et C en paralléle :
Y = 1/R + jQw.
impédance complexe : Z1/Y =1/(1/R+jGw) = R/(1+]RCw).
impédance complexe de I'ensemble :

Z; = R+1/(jGw) + Z.

1, R _1+jRCm+ R :(1+jRCm)3+jRCm

=E+
LR S ' TTiRCe jCo 'THjRCe (IHRCo)RCo
UJUe=Z/ Z4
1 RCe
(@)=~ re
= (1+jRCo )*+jRCo

Développer le dénominateur
1 -(RCw)*+3jRCw
Multiplier numérateur et dénominateur par I'expre&m conjuguée :1 -(RCw)?-3jRCw
Le dénominateur s'écriD=[1 -(RCw)?]?+ 9(RQw)* = 1+7(RCw)? +(RCw)*.
Le numérateur s'écrit :
N=jR*Cw [1 -(RCw)?-3jRCuw]= 3(RCw)*+ [1 -(RCw)?] jRC w.
Etablir a partir de T_(w), I'équation différentielle reliant ug(t) a ug(t).
La multiplication par ¢ est associée a la dérivée premiere par rappaenaps.
La multiplication par@)? = -« est associée a la dérivée seconde par rappcetranst
N=-3R’C?(-o) + [1 -(RCw)?] R C jw.
ug(t) =1/D [-3R’C? us"(t) + (1 -(RCw)?) RC ue(t) ]
Calculer la phase.

tand = [1 -(RCw)’ RC w/ [3(RCw)?]
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tan ¢ =[1 -(RCw)? / (3RCw).
Calculer le gain T.
N = 3(RCw)*+ [1 -(RCw)?] jRC w.
norme de N N? = 9(RGw)* +[1 -(RCw)?]? (RCw)?
N? = 9(RQw)* +[1 -2(RQw)*+(RCw)*] (RCw)?
N? = 9(RQw)* +(RCw)? -2(RCw)*+(RCw)°
N? = (RCw)?[1 +7(RCw)*+(RCw)* ]
N= RCw[1 +7(RCw)*+(RCw)* ]
Or D =1+7(RCw)? +(RCw)*.

T= N/D =RCw[1 +7(RCw)*+(RCw)" |

Déterminer le maximum T de T et la fréquence § correspondante
Dériver T par rapport & : On pose X = RG
T=x[1+7x%+x* 1™
Xx=;x=1
v =[1+7x%+x* 7% v'=-0,5 [14x+4R |[1 +7x 2+x* %2
T' = [1 +7x%+x* 17-0,5x [14x+4R |[1 +7x *+x* 32
T =1 +7x%+x* ] ¥ {[1 +7x ?+x*]-0,5x [14x+4R ]}
T'=0si:1+78+x*=7x%+2x
xX*=1:;x=%=1; RQy=1;up=1/(RC).

Or wy =21t ; fo = 1/(2RC).

Tmax=[1 +7+1]*=1/3

Il s'agit bien d'un maximum car lorsque x tend \&n® ou l'infini, T tend vers zéro.

Calculer les fréquences de coupure e la largeur da bande passante
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Les fréquences de coupures (& 3 dB) sont telles & = Thax/ 2° ou T = ¥4 Tnax = 1/18.
soit = x? [1 +7x%+x* 1 = 1/18
18 = 1 +7x%+x*; 1-11x%x*=0
Changement de variable : X2 x1-11X+ X?=0
A=121-4 =117 A*=10,816
X1 = (11-10,816) /2 = 0,0916 ;% (11+10,816) /2 = 10,908.
X1 =3,30 ; % =0,30.
f1=3,30%;f,=0,30 § ; Af =f1- f, =3 fo.
Tracer le diagramme de Bode en gain, en phase
T =[x +7+ X ]™
Il faut représenter la fonction : g(dB) = 20 logF10 log (1/%X +7+xX)

x [01/03/05/1 2 33 4 5/[10
g(dB) -20,9-12,6-10,5-9,5 -10,5 -12,6 -13,6 -15-20,2
0C) 73 | 45| 28| 0| -2¢6 -45  -51 58| -73

g(dB)

0,3
0

i

b=—==tf=a==
IR I A

S
-
| 7':4—*
:
INEEEERRRRIIREY, 3
1
1
1
1
1
1
T
)
1
[}

passant

bl bl

rejete

1
1
1
T
1
T
1
1
1
1
[
1
1
1
1
1
1
1
1
A 0 O Y
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Etude d'un satallite dans le champ gravitationnelérrestre concours ITPE 2006

Introduction .

Qu'appelle t-on interaction newtonienne ? Donner dex exemples
L'interaction de type newtonienne s'exprime sodsraek/r 2, ( k est une constante)
Gravitation ( attractive) k = -GMm
Electrostatique ( Coulomb) : attractive ou répulsive : kxgg/ (4Te).
Les forces newtoniennes sont des forces centrales
Préciser ce terme. Citer des forces centrales quersont pas newtoniennes
La direction de la force passe par un point unique
La force est indépendante du temps.
La force ne dépend que de la distance r=OM.

La force linéaire délooke est " centrale”, non "newtonienne" :
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F(M)=k OM

k : raideur d'un ressort.

Les forces proportionnelerd sont centrales, non newtoniennes.
On considere un point matériel M de masse m, soutnime force centrale

Montrer que le moment cinétique Ly de la particule M par rapport au centre de force Oest
constant dans le temps. Conclure

Théoréme du moment cinétique en O.

—_—

Lo OMAF = OMA(L)ON = 0= ,=Ce
r

L,=OMAmy =OMetv LaL,

Le moment cinétique étant un vecteur constaritajectoire est plang contenue dans un plan
perpendiculaire au vecteur moment cinétique.

Qu'appelle t-on "loi des aires".

dS=4TAdT

[,=fAmv= fam%:(j’t’e Lydt=mfAdF=2mdS = S=4| =% = V-

OM est proportionnelle au temps.
C= Lo/m est la constante des aires.

La trajectoire est parcourue suivant la loi des
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aires.

Dans un mouvementa force centrale, le rayon
vecteur balaie des aires égales pendant des durées
egales

Partie 1.
On assimile la terre a une sphéere homogene de eqir de rayon R et de masse M. L'objet de
I'étude est un satellite terrestre S, assimilabler@point matériel de masse m, soumis au cha

gravitationnel terrestre

A quelle condition peut-on supposer que le mouvemedu satellite peut s'étudier dans un
référenteil galiléen lié a la Terre?

Un référentiel galiléen est un référentiel dansi&ain objet isolé est soit immobile, soit animé
d'un mouvement rectiligne uniforme.

Un référentiel terrestre est galiléen dans la meesurl'expéreince est de courte durée.
Le référentiel géocentrique ( solide formé pardatoe de la terre et les centres d'étoiles loirtain
qui semblent fixes) est commode pour I'étude didlisas de la terre. Ce référentiel est galiléen

pour des durées inférieures a 1 jour ( on peusaiégliger la rotation de la terre autour du spleil

Par la suite on étudie S dans un référentiel gaéilélié a la terre. On utilise le repére
cylindrique. On note r la distance OS et v le moeule la vitesse de S dans ce référentiel

Utiliser le théoreme de Gauss pour calculer le chapngravitationnel terrestre en tout point
de l'espace

”g-déz—4 77 G Migiene

On choisit comme surface S est une sphére de raydre 412,

i G memﬂeure
12

A7 28 =47 G D Mugiore =8 ;s11>R, g%

Le vecteur champ de gravitation est dirigé vers O.
En déduire le potentiel gravitationnel V associé

Le champ de gravitation dérive d'un potentiel SoaM :( ce potentiel est nul a I'infini )
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[ gdr=GM|[ - %:GM[%lm: il

Expression de I'énergie mécanique du satellite

L'énergie mécanique E est la somme de I'énergéigire et de I'énergie potentielle.

O
»
l
P
K

Plan de la trajectoire

OS=r i ;v =W i Gy Ty ; v2=12 + 1262

dt

B =om (72 + 122 ) mGM _y | jo ¢ | _mGM

avec C= 10 ' constante des aires

Ecrire E sous la forme de deux termes : &r") + Ees (1).

ETerm e répul sif Terme attractif

Le terme ¥2mr2 représente I'énergie cinétique daantcule de mae m effectuant un mouvem
suivant r : énergie cinétique radiale.
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Tracer l'allure de E (r) en fonction de 1.

Ee(r)

E = 0, état libre

-------------------------- E=<0, état lié

Eoff wini [--------7

Les trajectoires associées a une interaction nevigome sont des coniques
Préciser la nature de la conique-trajectoire en foction du signe de EOn pose |E|=E
E>0 et e >1 : hyperbole
E=0 et e=1 : parabole
-Eetf mini < E <0 et 0<e<1 : ellipse
E= -Ecti mini - Cercle
E< -Ee mini : mouvement impossible ; I'énergie initiale estifisante pour satelliser S.

La trajectoire peut-elle &tre une droite ? Si ouia quelle condition ? Tracer dans ce casck

(n.
Si la vitesse initiale g/est dirigée vers le centre de la terre, la trajexiest une droite.

Eex ne contient plus que le terme attractif : -GmM la courbe est une branche d'hyperbole.
4 B
.
>

On se place dans le cas d'une trajectoire liée
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Exprimer le module v de la vitesse de S en fonctiale Eg et r. A quelle condition la
trajectoire est-elle un cercle?

Eo = ¥amV-GmMI/r ; v = [2(B&/m +GM/r) T%

La trajectoire est un cercle sigeest minimale. Dériver & par rapport a r et chercher la valeur de
r qui annule cette dérivée.

Exprimer le rayon du cercle en fonction de la vitese initiale \ et des autres données
r=MG/w.

Calculer v, appelée premiere vitesse cosmigpueitesse initiale de S dans le cas limite ou le
rayon du cercle est;R

v = (MG/Ry)” avec GM = gR% ; vi = (®R7)#=(9,8 *6,4 16)*~8 km /s

Qu'appelle t-on vitesse de libération v pour le satellite S ? La calculer. Quelle est la
trajectoire de S pourve=V,_ ?

C'est la vitesse initiale permettant au satelktg'sloigner indéfiniment de la terre ( de se &bér
de l'attraction terrestre)

L'énergie du satellite, ( situé a l'infini) est leul 2my*GmM/Rr = 0 ; 2 = 2GM/Ry ; v, =2, ~
11 km/s

pourvo=V_ le satellite s'éloigne indéfiniment de la terredéarivant un arc de parabole.
Dans le cas ou I'énergie mécanique de S est stectiepositivecalculer viqs, vitesse de S "a
I'infini". Quel est alors le mouvement de S ? Présier qualitativement sur le graphe le
domaine de r pour lequel le mouvement s'observe. @uwaut alors la force exercée par la
terre sur S?

La force exercée par la terre sur le satellitenirll est nulle. L'énergie potentielle est nulle (
l'origine de cette énergie est prise a l'infini) ;

Eo = Yamvi,i , valeur positive, la trajectoire est une hypeebol
Le satellite S est embarqué a bord d'une navedtigatg qui le libére dans le plan équatorial
terrestre en un pointySléfini par la distance QS ry avec la vitesse initialey¥On se place

toujours dans le référentiel galiléen préecédera lig Terre.

Sachant que E= - GmM/(2a}alculer a, le demi grand-axe de l'ellipse-trajectioe en fonction
de rpet . A quelle condition sur \, cette ellipse est-elle un cercle de rayog ?

E = -GMm/(2a) = Yamy - GmM/ry ; 1/(2a) = -2 W /(GM) +1/Iry = (-¥2 w’ro +GM) / (GMIp) ; 2a
= GMrg /(Y% W’rg +GM).

Si w’ro = GM, I'éllipse est un cercle.
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Pour une trajectoire circulaire, établir une relation entre I'énergie cinétique et I'énergie
potentielle de S

E =-GMm/(2r) = E + B, =%m V -GmM/r ; B = -GMm/(2r)+GmM/r = %.GMm/r E. = -Y2E,.
Calculer le rayon de cette orbite pour que le satktle soit « géostationnairey c'est-a-dire fixe

pour un observateur immobile par rapport a la serfie la Terre. On rappelle que la Terre
effectue une rotation sur elle-méme en 24h.

Ecrire la 3™ loi de kepler :T/r® = 4r#/(GM) ; ¥ = GM T (4rP)
r=[6,67 10 * 6 10°* * (24*3600Y / (4*3,14]*3 =42 10 m.
L'altitude de l'orbite initiale atteignable pamavette n'est pas suffisante pour un satellite
géostationnaire. L'orbite circulaire, de raygrsur laguelle est laché le satellite dans un memi
temp sest appelée «orbite basse». Il Ifaut ensaisférer le satellitesur une «orbite haute»

caractériséepar OSsr; étant

le rayon de l'orbite géostationnaire. Pour celatilise une trajectoire intermédiaire, elliptique,
appelée« ellipse de transfert» de demi-grand axerg4r,.

/ e '\.I
B lﬁ ;ﬁ;;}tm I|
S

Sur la trajectoire elliptique, calculer les vitessg Va et Vg du point S en A et B. Dessiner les
vecteurs correspondants

VoM

terre gatelli

=1y

Y,

la force de gravitation est une force centralepdenent cinétique se conserve

en particulier en A et P : on notgZR+L et 4, = R+| ; m : masse du satellite
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Le satellite est sur la trajectoire circulaire«dgasen A. A 'aide d'un moteur interne, on modifie
par une bréve impulsion sa vitesse et il passtadujectoire elliptique. Quand il y est stabilist
gu'il passe en B, on modifie encore une fois w8 par le méme procédé afin qu'il se mette sur
la trajectoire circulaire «haute k2n déduire la variation d'énergie a communiquer awsatellite

pour chaque étape, puis pour I'ensemble de la manoere. Cette variation totale est-elle
positive ou négative?

L'énergie mécanique sur la trajectoire elliptigaesnserve
aux points A et B : E = - GMm /(rrp).
énergie mécanique sur l'orbite circulaire bassgoint A : B = -%2 mGM /

variation d'énergie mécanique en AE =E -E; =- GMm / (n +rp) + 2mGM / p; AE =GMm (r
- o) / [2(ry +1o)ro].

AE est positive
Energie mécanique sur l'orbite circulaire haute paint B : & = -2 mGM / §

variation d'énergie mécanique en AE =E;, -E =- 2 mGM / £ +GMm / (1, +ro) ; AE =GMm (1 -
o) / [2(r1 +To)r].

AE est positive

amortisseur : oscillations mécaniques forcéesncours ITPE ( travaux publics)
interne 2006

Un véhicule automobile est modélisé par une maspkodée en M et reposant sur une roue
de centre (par l'intermédiaire d'un ressort de raideur k miparallele sur un amortisseur
coefficient de frottement h.

On rappelle qu'un amortisseur placé entre O et doexsur M une force de frottement fluide
proportionnelle a la vitesse de M par rapport a O.

L'axe OM reste vertical.

On se propose d'étudier le comportement du véhiotggu'il a la vitesse v suivant x sur une
route dont le profil est défini pan(X) = a cos ( 2x/A).

La roue et la partie basse de la suspension sppbsés indéformables ( OA et d sont donc
constantes).
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au repos £n mouvement
Pour simplifier, on pourra supposer d=0. On neji#) 2za variation d'altitude du point O par
rapport a la position au repos. On repere levament de la masse par son €longation z(l
rapport a sa position d'équilibre stable quanclgaule est au repos. On admet que le
référentiel lié au sol est galiléen.

Que représenteh dans l'expression de z(x) ?
za(X) = a cos ( 2x/A)
211/\ a la dimension de l'inverse d'une longueur.

A est une longueurgériode spatialé : distance séparant deux points consécutifs deute
se trouvant dans le méme état.

Montrer que la force de frottement fluide peut s'édre :

f=—h(z-2,)é:

vitesse de M par rapport au sol = vitesse de Maggwort a O + vitesse de O par rapport au
sol

VMisol = Vmio + Voisal
Vmio = Vmiso - Voisol
"une force de frottement fluide proportionnelleaditesse de M par rapport a O"

d'ou I'expression de f ci-dessus.

Etablir I'equation différentielle en z(t) du
mouvement de la masse lorsque la vitesse v
suivant x est constante

M est soumise a une force de rappel due au
ressort et a la force de frottement fluide. Edat
seconde loi de Newton suivant z.
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—h(zl—i[;.) Ez‘?‘}.{Z( —Ez):’fnf Ez

mz -"hZ-'-]:{Z:hZD

galyy ko, _hy
i m 11

La vitesse v étant constante suivant x : Xx= vt
za(t) =zo(t) = a cos ( 2wt/A)

Z'o = -2mav/\ sin( 2nvt/A)

7Dy, K, LQD:L( Effm’)sin 2mvt
m A

m m m

Déterminer I'amplitude du mouvement d'oscillation \ertical du véhicule en régime
permanent

On pourra utiliser la notation complexe-Z exp(jt), calculer I'amplitude complex2et en
déduire I'amplitude réelle correspondante.

La route joue le réle d'excitateur : elle imposdréguence.
Z' =Zjw exp(jui)= juz
7" =-Zu¥ exp(jux) = W’z
-2rhav / (m\) =A; 217 A= w; A sin ()
Grandeur complexe associée : A exjp)]

L'équation différentielle s'écrit :

-w’z + h/m jwz + k/Im z= A exp(jxQt)
[-o’+ k/m+ h/mw] z= A exp(jut)

amplitude complexe:
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_ - - A(—ml-i'%_jhﬁm)
ok jho (—ml*-%jl _L(]:;IE’IJT

i

A quelle allure convient-il de rouler pour que cete amplitude soit aussi faible que
possible?

Le dénominateur de I'expression ci-dessus doitléfpius grand possible.
C'est & diraw” >>k/m.
On doit se trouver le plus loin possible de cooditile résonanceuf =k/m)
Or za(X) = a cos ( Avt/A) soitw=21v/A

(2rv/A)? >>k/im

v }}A E
2\ m

Meécanique : le looping, concours ITPE 2005
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On considere un point matériel M de masse m powsadéplacer sans frottements sur le
profil décrit sur la figure ci-dessous. Ce profit @n « support », le point M représente par
exemple un petit véhicule de manege se déplacaniesurails et effectuant un « looping ».
La hauteur h est supérieure au diamétre 2R.

Le point M est laché sans vitesse initiale du pAinEn B, il suit le profil circulaire décrit pi
la boucle de centre O et rayon R, earhant dans le sens trigopnométrique. Cette bastler
fait une hélice tres aplatie (en toute rigueur Mggaen B' aprés la boucle; on admettra que
B'= B). On considérera que le mouvement est cinaukaur la boucle BCB (et non hélicoid:
Eventuellement de retour en B, le point continueaase vers D, puis au dela.

b
* X

/

X
—

/ SR

o

: C
| E'l -

O
B

Oy
=B) D

Donnée s: m=10kg; h=20m ; R =5 m ;g = 10rtescélération de la pesanteur)

Calculer la vitesseVg du point M en B. ComparerVget Vp.
Entre A et B, en l'absence de frottements, I'éeargicanique se conserve.
L'énergie mécanique en A est sous forme potentilellpesanteur :\fA) = mgh
L'énergie mécanique en B est sous forme cinétiiygA) = ¥2mV-s.

La conservation de I'‘énergie mécanique conduit% = 2 gh ; \& = (2 gh ¥ =(20*20 y* =
20 m/s

Entre B et D, en I'absence de frottement, I'énargieanique se conserve : B et D étant a la
HUGUES SILA

EXERCICES CORRIGES DE MECANIQUE|




176 http://sila.e-monsite.com

méme altitude, les énergies cinétiques en B et sarDidentiques.
DoncVg= Vp.

Exprimer la vitesse V du point M en un point
de la boucle BCB

altitude du point M ( par rapport a B, origine des
altitudes)

hy=R + R sin@ = R(1+sinB)
Energie mécanique du solide en M :
Em(M) = mgR(1+simd ) + vam\~.

Conservation de I'énergie mécaniquey (M) =
Em(A)

mgR(1+sind ) + ¥am\? = mgh
V = (2g (h-R(1+sinB) ) )"

Définir, exprimer et dessiner la réaction R exercépar le support sur le point matériel

Réaction = m (/R - g sin® ) et \ = 2gh -2g R(1+si® ) ; Réaction = m ( 2gh/R -2g-3gsin
0)

Réaction = 10(20*20/5 -20 -30 st) ; Réaction = 600-300 sié.
sin 0, fonction croissante entre -90° et +90 ° : dB@action décroit de 900 N a 300 N.
sin B, fonction décroissante entre +90° et +270 ° : deéaction croit de 300 N & 900 N.

Réaction est minimale au sommet de la trajectoiraet 300 N ; avec h = 20 rRgaction ne
s'annule pas.
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A quelle condition le point M quitte-t-i1 le profil ? En déduire une condition sur la
hauteur h. Quel est alors son mouvement ultérieu?

Réaction = m ( 2gh/R -2g-3gsth)
Si Réaction s'annule, le solide quitte la piste cirtala2gh/R -2g-3gsif® =0

Au point le plus haut ( sifi= 1), on ne quitte pas le profil Béaction est supérieure ou ég
a zéro.

2gh/R -29-3g=0; 2h/R=5;h=25R =25 825 m

La valeur minimale de la hauteur h est 12,5 m, gifie le solide ne quitte pas la piste
circulaire.

Si h est inférieure a 12,5 m, le solide quitteitdepavant d'atteindre le point le plus haut :
mouvement est alors une chute libmurbe orang )

; "'1
! 1
)
1
! + i
H i
' i
b :
N .
. r
L
" &
~
H-"“- -:‘.,r —
-r% v

Si le solide n'atteint pas le poin§,dl ne quitte pas le
profil, mais rebrousse chemin.

Il en résulte un mouvement oscillatoire autour de B

Hauteur minimale permettant d'atteindrea@c une
viteese nulle :

mgh = mgR soit h=R =5 m.

Si h est compris entre 5 m et 12,5 m, le solidigte le
profil et son mouvement ultérieur est une chutelib

Calculer h;m.la hauteur limite (on précisera si elle
est minimale ou maximale) afin que le point puisse
atteindre le point D.

Pour atteindre le point D, il suffit de passer e C
apres ca descend ) avec une réaction du support
supérieure ou égale a zéro. La hauteur cherchée est
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supérieure ou égale a 12,5 m ( voir calcul ci-dge3su

Quelle est alors le mouvement de M sur la partie
BD ? Le point s' arrétera-t-il par la suite ?

Sur la partie BD, la vitesse reste constante : le
mouvement est rectiligne uniforme.

D'apres le principe d'inertie, le solide est souinies
forces gqui se neutralisent.

En I'absence de frottement, le solide se déplace a
vitesse constante et ne s'arréte pas.

Mais dans la réalité, il existe des frottemente et
solide va finir par s'arréter.

Mécanique : anneau sur un morceau de cycloid@ncours ITPE ( travaux publics)
interne 2004

Soit un plan vertical dans lequel on considereéfiérentiel cartésien (Oxy).

Dans ce plan, un fil de fer, de section négligeala forme d'un morceau de cycloide défini
par ses équations paramétriques

x=a@+sin®) ; y = a(1-co®). a constante positived est compris entratret Ht

A la fﬂ

G s

’ | o e — -

0
- an 0 x an

T

Donner en fonction de®d les différentielles dx et dy
dx=a(1+cosb) d P ; dy = a sind dd.

En déduire celle de la pente y®) du graphe et vérifier que les tangentes qui y sbn
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représentées ont bien I'allure convenable y'(+ oun) et y'(0).
y' = dy/dx = sind / (1+cosd) .
or sin® = 2 sin (D) cos (YD) et 1+ cosb = 2 cod(¥d)
d'ou y' = tan(*®)
y'(0) = 0 = tangente horizontale
y'(-m) tend vers - l'infini : tangente verticale ;

y'(+m) tend vers + l'infini : tangente verticale.

On abandonne en A, sans vitesse initiale, un anteaaille négligeable et de masse m qui
glisse sans frottement sur le fil de fer.

Donner I'expression de la différentielle de I'abssise curviligne s=OP de cet anneau, qual
celui-ci se trouve au point P(x,y)

On rappelle que (dsF (dx) + (dyY.
(dx)*= &(1+cos®)? (d P)? = &[1+2cosd+ cosP] (d D)2
(dy)* = & sirf @ (d d)?
(dsf =& [1+2cosd+ cogd+ si? @ | (d D)?
(dsf =& [1+2cosd+ 1] (d P)?
(dsY =2& [1+cosd | (d P)? = 4& coS(Vsb)(d d)?
ds = 2a cos(®) d ® .

En déduire I'expression de I'abscisse curviligne glont I'origine est prise en O(0,0) en
fonction de ®.
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s:2aI:cns(%(D )d @ =4a[sin(*2D@)]f = 4a sin(*2® )

Toujours pour cet anneau en P, trouver en fonctesh I'expression de :
L'énergie potentielle E, , I'origine étant prise en O(0 ; 0)
E,= mgy =mg a (1-cob)
Or 1-cosb = 2 sirf(¥%®) d'oUE,= 2mga sif (VD).
Ep(0) = 0 ; (M) =Ey(-1) = 2mga.
L'énergie cinétique E.
Ec=¥2mV = ¥am ( ds/dfavec ds/dt = dstbl *dd/dt = ds/dp P".
= Yam[2a cos(UP)]’D? = 2& m coS(vaP)]*D'?
L'énergie cinétique est nulle en A ( pas de vit@sisale) ; en conséquence elle est nulle en B.
L'énergie mécanique est constante ( absence denfreit) et vaut 2mga

en O, I'énergie mécanique est sous forme cinégtuaut : E(0) = 2mga.

Expression de I'énergie mécanique

Ew= Ey+E; = 2mga sirf(¥®) + 2&” m cos(Vsd))°d'?

On pose g= sin(%®).
Exprimer I'énergie mécanique en fonction de g et gfdg/dt.
g' =% cos(¥®) @'
Ev=2mga+8&mag®>=2ma (gd + 4aq?).

Montrer qu'une différentiation supplémentaire, par rapport au temps, de &, conduit a
une équation différentielle du type :

q" + w’q = 0 . Préciser la valeur dew.
Enm/ (2am) =g of + 4aq” = constante

différentier par rapport au temps :
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0=29qq +8aq' q"
gq + 4a q"=0 soit" + g/(4a) =0 avecw=[g/(4a)[".
En déduire la loi horaire q(t).
A t=0, I'anneau passe pour la premiére fois en@,0;
La solution de I'équation différentielle ci-dessss du type g= A sinuf+¢)
Or a t=0, y=0 soitb= 0 ; g=0.
A sind = 0 conduit a = 0 etq= A sin (wt)

Comment trouver A ?

q'(0) = Aw
En O I'énergie mécanique st sous forme cinétiquat: 2mga =8am g soit g'= [g/(4a)f.
par suite : [g/(4a)] = Aw; A= [g/(4a)]*/ w; A= [g/(4a)]* [g/(4a)] %=1
g=sin (wx)
Donner I'expression de s(t)

s(t) = 4a sin (@) =4a sin ().

hydrostatique : cube en équilibre entre deux liquigsconcours ITPE ( travaux
publics) interne 2004

Un cube de coté a et de masse volumjguest immergé entre deux liquides de masse
volumique respectivp; etpl,.

Déterminer les hauteurs bt by d'immersion dans les liquides lorsque le cub&dgquilibre.

AN:a=5cmp; =0,7 kg L*; np=0,8 kg L*; pp, =1 kg L™
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|

B8 B

H2oB

Le cube est en équilibre sous I'action de son peittical, vers le bas et des deux poussées

d'Archimeéde, verticales vers le haut.

g )
B

Poussée

pyahig
: -\-‘-'-hng‘_\__\_::h_\_\_\-\_\-\l h:
H
o Pnuf,sée
#yahyg

Poids du cube :
Hpa'g

A I'équilibre les forces se neutralisent.
Hoa’ = paa g + ppa’hog
Hoa =H1hy + pohy (1)
De plusa = hy+h, d'ou aprés repport dang (
Mo hy +Ho hp= pahy + piohy.
hy (Mo - Ma) = (M2 - Ho)
ha/hy = (U2 - Ho) / (Mo - Ma) = (2-0,8) / (0,8-0,7) = 2
hi=2h; h,=a/3=5/3=1,67 cm

h,:=3,33cm
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Satellite : période, énergie mécaniqueoncours ITPE ( travaux publics) interne 2003

On admet que la terre est une sphere de centre @ydn R, de masse M.

Pour un point P, le champ gravitationnel terrestite, avec CP et r > R.

= ~GMm "
E= -.m (—).

.'J I" "'AG
\ -_GM/, -
J ~. g=CM(q)
L o & i

A

La valeur de ce champ au sol estdl0 m/$.
On donne R= 6400 km ; masse du satellite m = 20akifude du satellite z = 12,8 km.
Calculer I'énergie nécessaire pour amener la massede l'altitude zéro jusqu'a l'altitude z.
La vitesse initiale et la vitesse finale sont sigg&s nulles.
L'énergie a mettre en oeuvre est €gale a l'opphsémvail du poids.
E=mgz
E=20*10*12,810=2,56 16 J.

Calculer la période T de cette masse satellisée erbite circulaire autour de la terre a
I'altitude z.

Ecrire la troisieme loi de Kepler
T2/ 13 = 41¢/(GM) = 418/(goR?).
avec r = R+z = 6400+12,8 = 6412,8 km = 6,4128r0
R=6,4 16m ; ¢ = 10 m/s2.
T?=r* 4ré/(goR?) ; T = 217R (r¥go)”.

T=2*3,14/6,4 18 (( 6,4128 16)%/ 10Y*=5,04 10 s
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Calculer I'énergie mécanique de ce satelli.
En = -GMm/(2r)= -goR?m/(2r).
Em= -20%10 (6,4 16)? /(2* 6,4128 16)
Ew=-6,38 18 J.

Le méme satellite sera considéré sur une orbitelaire rasante autour de la terre, puis autour de
la lune.

Démontrer que la période de révolution d'un tel satllite ne dépend que de la masse
volumique de la planéte

T2/ 13 = 4r¢/(GM)
T2 = 4rer3(GM) (1)
masse (kg) = masse volumique ( kg)m volume (n¥)
M = p 4/3nr® avec r voisin de R
amr® IM= 3/p.
Repport dangl) : T2 =3m(Gp)
T=[31(Gp)]™
Calculer la masse volumiquep de la terre. G= 6,67 1G* SI
p=310(GT?) avec T =5,04 10s ; = 2,54 10.

p=3(B,14/ (6,67 102,54 10) =3[B,14/(6,67[2,54) =5,56 10°> kg m™.

Calculer la masse volumiquep' de la lune sachant que 8T'=9T avec T' période detvolution
autour de la lune

p'=3m(GT'?
T?=81/64 T
p'=31(GT?)*64/81 = p*64/81

p'=5,56 16*64/81 =4,4 10° kg m”.
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propriétés mécanique d'un verre : coefficient de fottement, modele d'élasticité
concours Mines 04

Coefficient de frottement :

On se propose de mesurer le coefficient de frottemhe verre sur le verre, ngte Pour cela, on
dispose d'une grande vitre plane et d'un petit ezarcle verre parallelépipédique de masse n
pose le petit morceau de verre sur la vitre irgtiant horizontale et on incline doucement la \

On noteran I'angle que fait la vitre avec I'horizontale.

Le coefficient de frottement est défini comme suit : tant que le morceau deevee glisse pas
sur la vitre, la norme de la composante tangeatdd! la réaction du support est inférieugefais

R|<uR.]

la norme de la composante normale de la react
En supposant que le petit morceau de verre soibinile)

exprimer les composantes normale et tangentielle de réaction en fonction de la masse m
du petit morceau de verre, de l'accélération de lpesanteur g et de I'angle.

A I'équilibre le poids du morceau de verre est gged'action du plan : mg =R
R; = mg sina ; R, = mg cosa.

En déduire une condition sur I'anglea et sur le coefficient de frottemenfu pour que le petit
morceau de verre ne glisse pas

R <= YR, ; Sina<=pcosa ; tan a<= .
Expérimentalement, on remarque que pot= 35° le petit morceau de verre se met a glisser.
En déduire la valeur dep.

U = tan 35 =0,70
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Un modeéle d'élasticite d'une fibre de verre

Le verre est un matériau trés dur. On peut towtdéodéformer Iégérement sans le casser : on
parle d'élasticité. Récemment, des expériencesophysique ont été menées pour étudier I'A
Le capteur utilisé était simplement une fibre optign silice amincié a I'extremité de laquelle on
accroche un brin d'ADN. L'expérience consistaiiare la déformation de flexion de la fibre. La
masse volumique du verre @st 2500 kg.n.

La fibre de verre de longueur L et de diamétreteersastrée horizontalement dans une paroi
immobile. Au repos, la fibre est horizontale (owgylige son poids). Quand on applique une force
verticale F (on supposera que la force F restecadgttout au long de I'expérience) a l'extremité

libre de la fibre, cellesi est deformée. L'extremité est déplacée verticate d'une distance Y q
I'on appelle la fléche.

La fleche Y est donnée par la relation suivanten@iera la préence du facteur numérique 7, ¢
dimension, qui est en fait une valeur approchée plus de simplicité) :

TLF
Y=—y
Ed

ou E est le module d’Young du verre. Pour les @pfibns numériques on prendra pour le mo
d’Young E=7.18° SI.

Quelle est I'unité SI du module d’Young E?

E = 73F/(Yd%.
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7 est sans dimension ; Y et d sont des longudifid’]= L° ; L est une longueur : fl=L3;
F est une force , une masse fois une ccélérafigr:MLT? ;

d'ou [E] =3 MLT?L®=M L T2

En considérant uniquement la forcenkgntrer que 'on peut
modeéliser la fibre de verre par un ressort de longeur a vide
nulle et de constante de raideur k dont on donnera
I'expression analytique en fonction de E, d et L

7L°F
~ Ed*

donne :

F =YEd"(7L3) = k( Y-0) aved = Ed*/(7L%).
Calculer numériquement k pour une fibre de longueurL=7 mm et de diamétre d = 1qum.
k=7.10° (10%*/ (7%(7 10%%) =2,9 10* N m™.

Démontrer I'expression de I'énergie potentielle ékstique d’un ressort de longueur a vide
nulle, de constante de raideur k, lorsque sa longueest L.

L'énergie potentielle élastique est 'opposée aleit de la force de rappel -kx avec x= p.-Lici
Lo=0)

pé 0—=L

L
E.=—W ——L—k};d}; —15k]

En reprenant I'analogie du ressort, quelle est ala I'énergie potentielle élastique de la fibre
de verre lorsque la fleche vaut Y?

On donnera la relation en fonction de E, d et L.
Epe = ¥4k Y2 = Ed/(14L%) Y2,
On a tous fait I'expérience suivante : faire vikree regle ou une tige lorsque une de ses
extrémités est bloquée. On cherche ici a cher@segdandeurs pertinentes qui fixent la fréquence

des vibrations. L'extrémité de la tige vaut Y (tJrdstant t. On admet que lors des vibrations de la
fibre, I'énergie cinétique de la fibre de verredzsinée par I'expression :

E. =pLd? [dY/d{] %
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Ecrire 'expression de I'énergie mécanique de lalire en négligeant I'énergie potentielle de
pesanteur.

L'énergie mécanique est la somme de I'énergieigueéet de I'énergie potentielle :
Ew= Ed%(14L3%)Y?+ pLd? [dY/dt] %

Justifier que I'énergie mécanique se conserve auws du temps. En déduire I'équation
différentielle qui régit les vibrations de la fibre,

En absence de force non conservative (frottemargymmple) , I'énergie mécanique se conserve.
Dériver I'expression de I'énergie mécanique pguoemu temps :
0 =2Ed/(14L%) Y .dY/dt +2pLd? [dY/dt] d°Y/dt>.
Simplifier par 2ddY/dt :
0 =Edf/(14L3% Y + pL d?Y/dt>
0 =Ed?/(14pL%) Y + d?Y/dt>.

Quelle est I'expression de la fréequence propre debration d’'une tige de verre de module
d'Young E, de longueur L et de diamétre d

pulsationuwy’ = Edf/(14pL%) ; oy =d/L? [E/(14p] ”* ; fréquenced=uy /(2r)
fo =d [E/(14p])”/(2T?).

Calculer numériguement la fréquence des vibrationsl'une fibre de verre de longueur 7 mn
et diametre 10um.

fo = 10°[7.10"°/ (14*2500){*/ (6,28*49 10

fo =46 Hz

Etude du mouvement de quelques satellite®ncours Mines 03
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La Terre possede un seul satellite naturel : la Lune. De nombreux satellites artificiels sont par
ailleurs placés en orbite autour de la Terre, dans des buts variés tels que les télécommunications, la
météorologie, la défense...

Cette partie se propose d’étudier quelques carsiitgies du mouvement des satellites
terrestres.

Dans cette partie, on désignera paré¥lRr respectivement la masse et le rayon de la Terre.
On donne R= 6370 km, M = 5,98.16" kg.

On rappelle que la constante de gravitatiozn unéllers: pour valeur G = 6,67.1ON.n? kg

Mouvement de la Lune autour de la Terre

Le centre L de la Lune décrit, de maniere uniforengour de la Terre, une orbite circulaire
de centre T telle qu’en un jour le segment [TLJdm@un angle de 0,230 radian.

Déterminer, en jours, la période T de ce mouvement circulaire de la Lune autour de
la Terre.

T correspond ar2radians ; un jour corespond a 0,230 rad.
d'ou T =21/0,230 =27,3 jours.
Sachant que le rayon:Rde I'orbite circulaire décrite par la Lune est ¢&4310 km,
en déduire la valeur de la masse de la Terre
3 loi de Kepler T?/ R% = 41¢/(GM~).
M=41°R>* /(G T?)

avec R.=3,84 16 m ; R7.= 5,66 16°; T, =27,3*24*3600 =2,36 10s ;: T2.=5,57 102
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M+=4*3,14* 5,66 10~/(6,67.10™ *5,57 13?) ; M= 6,0 1(*"kg.

On sait que la Lune, dans son mouvement autour dd erre, nous présente toujours la
méme face

En déduire les caractéristiques du mouvement proprde la Lune
La lune tourne sur elle méme : elle effectue um éu27,3 jours.

Le schéma suivant représente les difféerentes peas®la Lune. On dit que la Lune est
nouvelle lorsque la face qu’elle présente a la Tem'est pas éclairée

Identifier la nouvelle Lune sur ce schéma, et préser comment elle est alors vue dept
la Terre.

Rayons du Saleil

Preomer quatter

Le cycle des phases de la Lune, appelé lunaisomediy, = 29,5 jours. Pour expliquer la
différence entre cette durée, et la période du memment circulaire de la Lune autour de
la Terre, on doit prendre en compte le mouvementa@&erre autour du Soleil

Sur le schéma (ll) de la feuille annexe, dessinezd positions de la Lune lors des
nouvelles lunes successives atett «.T

Dessiner aussi la position de la lune a la date tH.
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Position dela
lune 2 t+i;

Position de la Terce 2 1a date t+"['N

Sachant que la Terre est en orbite circulaire dege Tr = 365 jours autour du Soleil,
retrouver la valeur denl= 29,5 jours pour la lunaison.

En 27,3 jours, la terre décrit autour du soleibmglef3= 2rt*27,3/365 =0,47 rad.

La lune se retrouve a la position " nouvelle lulmeSqu'elle a parcouru sur son orite un
angle de #+0,47 = 6,75 rad.

Ce qui correspond a : 6,75/0,23 = 29,4 jours.

Quelques aspects de la satellisation

En I'absence de précision explicite, on négligetd frottement di a I'atmosphére sur le
satellite.

On s’intéresse a un satellite artificiel, de massen orbite circulaire de rayon R autour de
la Terre.

Montrer que le mouvement du satellite autour de la erre est uniforme, et exprimer
littéralement la vitesse .
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Schéma représentant la terre, le satellite sur sadjectoire et la force exercée par la
terre sur le satellite

On noter = R +h.

Référentiel d'étude du mouvement du satellite géocentrique
L'origine du repere est le centre de la terre.

La force de gravitation est centripéte, perpendicela la vitesse : la puissance de cette
force est donc nulle.

En conséquence, cette force ne modifie pas la vdiela vitesse : le mouvement est
uniforme.

Expression du vecteur accélération a du point G

a=0Mm gz | Ez%(—ﬂ)

Caractéristiqgues du vecteur accélération d'un pointatériel ayant un mouvement
circulaire uniforme :

Ce vecteur est appliqué au point G ; il est didgés vers O : on dit que I'accélération est
centripéte.

La valeur de l'accélération s'exprime par= V/r.
Vv : vitesse en m/s et r (m) rayon de l'orbite date.

Vitesse du satellite

A —GM_ v | y2=GM
r’ r ; T

remarquons que GM 8.

Le satellite SPOT (Satellite sPécialisé dans I'Obvsgion de la Terre) est en orbite
circulaire a l'altitude h = 832 km au-dessus de Tarre.
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Calculer numériquement la vitesse o de SPOT sur son orbit.
r=6,37 16+ 8,32 16 =7,53 16 m ; v=6,37 18[9,81/7,02 161*=7,5 16 m/s.

La vitesse de libération v, d’un satellite est la plus petite vitesse qu’il faut lui communiquer a la
surface de la Terre pour qu’il aille a I'infini (en « se libérant » de I'attraction terrestre).

Exprimer v, en fonction de G, M- et Ry et calculer sa valeur
Energie mécanique du satellite & la surface derta t = -GMrm/Ry + Y2mV.
Energie mécanique du stellite a I'infini y£0.

Conservation de I'énergie mécanique : BVR; + ¥am#=0
V3= 2GMi/Ry ; Vi= [2GM/R+]™
v, =[2*6,67.10"*5,98.1G%6,37 18] ; v, =11,2 16 m/s.

Dans le cas d’'une orbite circulaire du satellite atour de la Terre, montrer que
I’énergie mécanique E, du satellite est liée a son énergie cinétique Bar : Ep, = - E..

On note r =R+h avec h : altitude du satellite.
Em= -GMm/r + Yam\£.
de plus ¥ = GMy/r d'ou : = -GMym/r+ %.GMmm/r = -YaGMm/r = -E..

Si I'on tient a présent compte de la force de frofment de I'atmosphere sur le satellite,
en déduire, en le justifiant, son effet sur la vitese du satellite

L'énergie mécanique du satellite diminue soutet'efes frottements.
Or E, = -E : I'énergie cinétique du satellite augmente jitesse du satellite croit.

Pour un satellite de masse m en mouvement (qualejragitour de la Terre, et uniquement
soumis a la force gravitationnelle terrestre, |i§@ne mécanique peut s’écrire de la méme
facon que celle d’'un point matériel en mouvemedtiligne placé dans un potentiel effectif

Uet(r) dont la courbe représentative est donnée :

E= vm(dr/dtj+Uex(r) avec r la distance du satellite au centre deefze.
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Aprés avoir justifié que I'énergie mécanique E duatellite est une constante de son
mouvement, préciser, pour chacune des valeurs de(Botées de (1) a (5)) représentées
sur la figure 4, la nature de la trajectoire du satllite et celle de son état, lié ou de
diffusion.

Le satellite est soumis a la force de gravitationservative exercée par la terre : I'énergie
mécanique est donc constante.

position(1) : E <Ux(r) ce qui impliquerait ¥am(dr/dt} c'est impossible.
position(2) : état lié : mouvement circulaire uniforme.
position(3) : état lié : la trajectoire est une ellipse.
position(4) : état libre : la trajectoire est une parabole

position(5) : état libre : la trajectoire est une hypeebol

un petit cheval de bois sur un manege

1 Le manege est constitué d'un disque de centre @aouautout de I'axe Oz a la

vitesse angulaire» constante. Le référentiel d'étude est galiléercHaeyal de bois M
effectue un mouvement vertical suivant I'ae'amplitude a; le mouvement du
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coordoncheval est périodique : z = a(1+<at))
nees

cartesien
nes,

cylindri
gues.

H i

1. Donner les équations parametriques du mouvement du cheval M ainsi que sa
trajectoire.

2. Donner les coordonnées etle module du vecteur vitesse.

Donner les coordonnées et le module du vecteur accélération.

4. Reprendre les calculs précédents en coordonnées cylindriques (l'origine des angles
polaires coincide avec Ox).

w

corrigé

équation horaires du mouvement de M :
X(t) = OA cosut) = R cost)
y(t) = OA sin(t) = R sinfut)
z(t) = a(1+sinQt))
X2 + y2 = R2 et 72 = a?(1+sif))?
OM2 = R2 + a2(1+sirt))?

la trajectoire est représentée ci dessous.

Le vecteur vitesse est la dérivée par rapport myps$edu vecteur position:

HUGUES SILA EXERCICES CORRIGES DE MECANIQUE|




196 http://sila.e-monsite.com

x'(t) = R(-w)sin(wt)

dérivée de ccos{mt) - w sinot)
derivee de ssin(at) - cos(mt) y'(t) = Roocos(t)
Z'(t)= &2cost)

v2 = Ry + aX)2cos2(t)

le vecteuraccélération est la dérivée par rappotéaps du vecteur vitesse :
X"(t) = -Rw? cos(wt) = -u? x(t)
y'(t) = -R? sin(wt) = - y(t)

z"(t) = -aQ2sin(Qt)

az = Rw'+ a*sin2Qt)

vecteur positionp =R ;0 = wt ; z = a(1+sinQt))
trajectoire: p=R ; z = a(1+siMR/w0))
vecteur vitessedérivée par rapport au temps du vecteur position

. dé -
v=pey+ pd—’”—lr zZe,

nul car p=rcte
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PO'=pw; z'=d cosQ/wB)); v2 =(pw)? + aXd? cos?Q/w8))
vecteur accélérationdérivée du vecteur vitesse par rapport au temps

- dg,
gf peﬁg-i- peﬁg-I- pE) g

5+ Ze,

nul car p et @ =rcte

—

a2 = (R?)?2 + aQ* sin2Q/w o)

forces magnétiques sup

cours 1 loi de Laplace - moment magnétique

HUGUES SILA EXERCICES CORRIGES DE MECANIQUE|




198

http://sila.e-monsite.com

HUGUES SILA

élément de circuit  Idl

Un conducteur électrique parcouru par le courant |, et
placé dans un champ magnétique B, est soumis a une @ force dF
force , appelée force de Laplace

chatrp rragnétique B
dF = Id| AB

Cette force est perpendiculaire au plan formé par le conducteur et le champ magnétique .

son sens le triedre formé par les 3 vecteurs est direct

I'observateur d'Ampére allongé sur le fil , le @anirentrant par les pieds, regarde
dans la direction du champ; son bras gauche indegsens de la force.

son module | dI B sin({@)

a angle formé entre 1 dl et B

F 3
I momert magnétigu

a3 awface ."El. = Ig

inenste I

roue de Barlow

exercice 1 chatup C

force -
our
et CUr Jof

La roue est placée dans un champ magnétique ur@fBrperpendiculaire au plan
de la roue. Le contact en M est ponctuel et leantturaverse la roue suivant le
rayon OM. Calculer

1. laforce de Laplace résultante
2. son moment par rapport a |I'axe de rotation

3. la puissance du moteur ainsi constitué lorsque la roue éffectue n tours par
seconde.
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corrigé

Pour tous les éléments de longueur dl du rayon OM, les forces de Laplace sont

perpendiculaires a OM et de méme sens.
La résultante F a pour module B¥R

Elle est appliqguée au milieu N du segment OM. Somentl" par rapport a I'axe «
rotation est doncli = FR/2 =BIR?/2

Travail de cette force au cours d'un toMV=I" 21= TTI BIR?

Pendant une sende, la roue éffectue n tours. Le travail éffeanél s est égale a

puissance : PATI BIR?

'T' champ B

cours 2

effet Hall a

cet effet est utilisé pour la mesure de champs magnétiques

Soit un ruban métallique plat de longueur a, d'épaisseur h et de largeur b, placé dans un
champ magnétique perpendiculaire aux grandes faces. Ce ruban est traversé par un
courant d'intensité I.

e Les électrons libres sont mis en mouvement en sens contraire de |. En présence du
champ magnétique, ces électrons sont soumis a une force qui les dévie. lly a
accumulation d'électrons sur la face avant du ruban.
« Il apparait une différence de potentiel U entre les 2 faces du ruban et un champ
électrique E de module U/b.
» Les électrons qui arriveront ensuite seront soumis en plus a une force électrique .
On arrivera rapidement a un régime permanent dans lequel les électrons seront
soumis a 2 forces opposées.

evB =eU/b
Or l'intensité est égal a la densité de courastléosurface
I= Nev Sd'ou: U=b/NS * IB = constante * IB

la tension de Hall est proportionelle a l'intensit@u champ magnétique B

exercice 2 deux cadres solidaires
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Deux cadres C, et C, perpendiculaires , identiques, sont solidaires et mobiles autour du
méme axe commun vertical. lls sont placés dans un champ magnétique horizontal .Quelle

relation lie les intensités i, et i, des courants qui traversent les cadres et I'angle O afin que
le systéme soit en équilibre.

corrigé
M; et M, : moments magnétiques des 2 cadres. My =i; Set M, =i, S.
(S: surface totale d'un cadre)

le systéme est soumis a 2 couples de moment tadtéquilibre)

C,=M ~rBet C,=M, ~B total: € = (M, +M,) ~B
f, + i, parallgle &4 B

donctan(@)= i,/ iy

Théoreme de I'énergie cinétigu&scaniqu

I- Un solide (S) de masse m = 5 kg est mobile ssrrdils ABC situés dans un plan
vertical. AB= 4,0 m ; BD est un arc de cercle d@oraR = 10 m. (S) est initialement
immobile en A. On exerce entre A et B, sur (S), fonee F paralléle a AB et de
valeur constante constante . Le solide monte jesgD)’ puis revient en arriére. H= 3
m: g =9,8 m¥. Les frottements sont néglileables.
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O
A
1. Exprimer puis calculer la vitesse de (S) en B.
2. Exprimer puis calculer la valeur de F.
3. Exprimer puis calculer la vitesse de (S) en C. ( h = 1,5 m). Montrer que la vitesse en C
est la méme a l'aller et au retour.
4. Déterminer l'action R du support au point C.
5. Au point D le solide peut-il étre en équilibre ?
6. Comparer la durée des trajets AB et BA.
lI- Les frottements ne sont plus négligés. La valelasffrottements est constante.
solide s'arréte au retour en B.
1. Exprimer puis calculer f et F.
2. Comparer a l'aller et au retour :
- les valeurs de la vitesse en un point quelconque de I'arc BD
- la durée des trajets BC et CB.
[l On exerce sur le solide (S) une force F' phible ; ce dernier atteint D puis
s'arréte, au retour, a une hauteur h' = 0,5 mifiduste comportement du solide.
corrigé
A
théoréme de I'énergie cinétique
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de B en D R, perpendiculaire a la vitesse ne travaille pagravail du poids est
résistant ( montée) et vaut :p4/- mgH

L'énergie cinétique en D est nulle ( arrét) ; Ikgieecinétique en B vaut : ¥amv2 (v :
vitesse en B)

La variation de I'énergie cinétique est égalesolame des travaux des forces
appliguées au solide : 0-2mv2 = -mgH

v2=2gH =2*9,8 *3=58,8 ;v Z 7 m/s

de A en B: les forces R et P perpendiculaires a la vitesséravaillent pas. Le
travail de la force F vaut W&F AB.

L'énergie cinétique en A est nulle (arrét) ; Ikgne cinétique en B vaut : ¥amv2 (v :
vitesse en B)

La variation de I'énergie cinétique est égalesolame des travaux des forces
appliguées au solide : ¥amv2 -0= F AB

F= mv?/(2AB) = 5*7,72/ 8 36,7 N

vitesse de (S)en C

de B en C R, perpendiculaire a la vitesse ne travaille padravail du poids est
résistant ( montée) et vaut :p4/- mgh

L'énergie cinétique en C vaut Y2rpy3'énergie cinétique en B vaut : Yamv2 (v :
vitesse en B)

La variation de I'énergie cinétique est égalesolame des travaux des forces
appliguées au solide : ¥2mv22mv2 = -mgh

v3c=Vv2-2gh = 58,8 -2*9,8*1,5 =29,4 -\= 5,4 m/s

L'expression de cette vitesse indique gg@e dépend que de la vitesse en B et de
I'altitude h, peut importe le sens du parcours.

ou bien appliquer le théoreme de I'énergie cinéigotre les deux passages du st
en M situé sur I'arc BD a l'aller puis au retour :

R ne travaille pas ; le travail du poids est naili(méme point la différence d'altitude
est nulle). Donc I'énergie cinétique, par suitedbeur de la vitesse ne change pas a
I'aller et au retour.

action R du support au point C:

Ecrire la seconde loi de Newton sur un axe nornialtéajectoire et dirigé vers O :
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R +mg =ma

R -mg cos 6= m%

R est centripéte, dirigée vers O et sa valeur Rstm[vz%/OC + g co§]
cosf = (OB-h) /OB =(10-1,5)/ 10 = 0,8®;= 31,8°.
R=5(29,4/10+9,8 * 0,85)56,3 N

Au point D le solide ne peut pas étre en équilideesomme vectorielle des forces
n'est pas nulle. durée des parcours AB et BA

AB : écrire la seconde loi déewton : F=ma soit a = F/m = constante ; vitesg@la
nulle :

AB=Ysat2 = VoF/mt2 soit t2 = 2AB m/F = 8*5/36,7 =147t=11s

BA : solide pseudo-isolé , donc mouvement rectdigniforme . AB = vt soit t =
AB/v = 4/7,79,52 s

Les frottements ne sont plus négligés. La valeur f des frottements est constante. Le solide

s'arrete au retour en B.

Exprimer puis calculer f et Fthéoréme de I'énergie cinétique

de D en B: R, perpendiculaire a la vitesse ne travaille padravail du poids est
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moteur ( descente) et vaut p¥mgH

Le travail de f ( résistant) vaut : #/-f *longueur de I'arc de cercle DB = -f G3J0
en radian )

cosf = (OB-H) /OB =(10-3) / 10 = 0,76 = 0,795 rad.
L'énergie cinétique en D est nulle ( arrét) ; Iigeecinétique en B est nulle ( arrét)

La variation de I'énergie cinétique est égalespolame des travaux des forces
appliguées au solide :

0-0= mgH - f *OC8 d'oli f = mgH /(O ) = 5*9,8*3/(10%0,795)=18,5 N

sur le trajet completR, perpendiculaire a la vitesse ne travaille pagpoids ne
travaille pas ( altitude identique au départ A Baivée B)

Le travail de f ( résistant) vaut : #/-f (AB+20CB8 ) ; le travail de F vaut WF AB
L'énergie cinétique en A est nulle (arrét) ; Iigne cinétique en B est nulle ( arrét)

0-0 = -f (AB+20C8 ) + F AB soit F= f (AB+20@ ) /AB = 18,5(4+20*0,795) / 4 =
92 N.

Comparer a l'aller et au retour :

- les valeurs de la vitesse en un point quelconque de I'arc BD

appliguer le théoreme de I'énergie cinétique elasadeux passages du solide en M
situé sur I'arc BD a I'aller puis au retour :

R ne travaille pas ; le travail du poids est nali(méme point la différence d'altitude
est nulle). Le travail defsottements est négatif, donc la vitesse diminkaevitesse a
retour est plus petite qu’a I'aller.

- la durée des trajets BC et CB :

La vitesse est plus faible au retour, donc la ddréeetour est plus grande que celle
de l'aller.

Le solide s'arréte au retour sur I'arc de cercle lorsque la somme vectorielle des forces est
nulle.

L'angleB; vaut alors : co8; = (OB-h") / OB = (10-0,5) / 10 = 0,99 = 0,318 rad.

A la descente le travail du poids est moteur. lragfanotrice est mg sy =
5*9,8*0,312 = 15,3 N, valeur insuffisante pour vamles frottements ( 18,5 N).

Pa r contre la force motrice en D vaut : mg&m5*9,8 *0,714 =35 N valeur
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suffisante pour vaincre les frottements : le mobéaeste pas en D.

Jet d'eau de Geneve

d'apresconcours interne d'ingénieur territorial 2004

Hydrauligque

Le jet d'eau de diametre initiad€ll07 mm s'éléve verticalement a une hauteur de
h=156 m. En négligeant les pertes par frottemdntits :

La vitesse v a la base du jet.

La vitesse dans le tuyau d'amenée de diametre d,=1 m.

Le débit volumique.

La puissance nécessaire pour alimenter le jet d'eau.

Si on remplagait I'eau par du mercure de masse volumique 13,6 10° kg/m?, a quelle
hauteur monterait le jet dans les mémes conditions de vitesse d'éjection ? g =10
m/s?.

uhwnN e

corrigé
L'énergie cinétique initiale de I'eau est convertie en énergie potentielle de pesanteur :
Ysmwvs® = mgh soit = (2gh)*=(2*10*156)*=55,9 m/s

rapport des section des tuyaux (S/s) = rapportdess des diamétres (dg)* =
(1/0,107% = 87,34

Débit volumique (Ms?) : Q=S v ; S section en m2 et v : vitesse d'écoulement
l'eau en ms ;

Le débit volumique se conserve : §vs s d'ou : w =S/S ¢ =55,9 /87,340,64
m/s.

débit volumique Q,= section (m?2) * vitgesse (m/s)ma2/4*va=3,14/4 *0,64 =0,5
m°/s.

puissancaécessaire pour alimenter le jet d'eay pQug h ave@ea,= 10 kg/nv.
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P=0,5*16*10*156 = 7,8 10 W =780 kW.( la valeur réelle est 1000 kW)
La masse volumique du mercure est 13,6 fois plasdg que celle de l'eau.

Dans le cas du mercure et dans les mémes conditigissr h par 13,611,5 m

Pendule de Pohl: oscillations libres amortiesoncours
physique ITPE 2009

Un pendule de Pohl est constitué :

- D'un disque en rotation autour de son centre.

- D'un ressort spiral, qui exerce un couple méasniqui tend a ramener le disque
vers sa position d'équilibre.

- D'un pointeur placé sur le disque qui permetegerer les écarts angulaires.

- D'un moteur, relié au ressort spiral, qui foresroscillations a une fréquence
ajustable par Il'utilisateur.

- D'un frein électromagnétique, permettant de rdigéfet d'amortissement (par
courants de Foucault).

La position du disque résonateur est repéré pagléa(t).

Le ressort spiral a une extrémité soudée en Ot fin, l'autre extrémité mobile
soudée en A au bras excitateur de posipion
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Le bras excitateur peut étre mis en mouvement gidakde fréquence f par un
moteur pas-a-pas avec une bielle.

- Si ¢ = cste, réegime libre. Le moteur est étteint.
- Si¢e = P COs (i), régime forcé. Le moteur est en rotation adafience f.
Le disque résonateur passe dans I'entrefer d'e@nsgsnagnétique alimenté par |
intensité | : une force de freinage dite de Foucastlinduite sur le disque

résonateur.

Mise en équation

Les grandeurs écrites en gras et en bleu sont dedeurs
Le moment cinétique du disque résonateut esty =Jp' u, ou J est une constante.
Quelle est I'unité du moment d'inertie J? kg nf.
Le moment de la force de rappel esB+€ ou C est une constante.
Le moment de la force de freinage edt' 4, ot k = k+AlZ avec ks etA constantes.
Comment peut-on justifier techniquement la présenceu terme ky ?

Les forces de freinage sont dues au frottement migoa ( terme & et aux forces
de Laplace ( courants de Foucault, textf®

Démontrer que I'équation de la position du disque eut se mettre sous la forme

¢ + 28w’ +w’d = Wy de.

Enoncé du théoreme du moment cinétigue appliguégoint matériel

Le référentiel d'étude étant galiléen :

La dérivée par rapport au temps du moment cinétilgugoint matériel M par
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rapport au point fixe O est égal au moment, pgpeepa ce point, de la somme
45,
dt

—OM AZF

vectorielle des forces agissant sur le point meltéfi.

Jo" = -k¢' -CO avecOd = ¢ -¢e.

39" + ko' +C(9 -9e) =0 ; B" + k' +Cp =Coe ; ¢" + kI Bp" +C/ B =C/ FHe.

On posaw?’ = C/ Jetk/ J = 28wy ; & = k/(2 C*J%) d'ou :9" + 2 Eand’
+00°9 = W e (1)

Quel est l'unité deg ?
Chaque terme de I'équatiah) @ la dimension T, inverse du carré d'un temps.
Dimension dep' : T*; dimension dex : T ; en conséquendgest sans dimension.
Le terme€uy correspond a lI'amortissement.

Etude du régime libre sans freinage de Foucault.

Le moteur pas a pas est éteint. La bielle estequbéirp. =0. On écarte le systéme
de cette position et on le lache. On enregit{® en degré pour un régime pseudo-
périodique.

Ecrire la solution ¢(t) en fonction deuy et &= §xsans chercher a calculer les
constantes d'intégration

0" + 2 Eound' +wo’p = 0. (2)

Equation caractéristique 242 &y 1 +6x? =0 ; discriminants = (2 &qo)*4wp’=
4o’ &°-1)

Ce discriminant est négatif dans le cas d'un régiseeido-périodique.
(1) = A exp(-§oux t) cos (uxt+B) avec A et B des constantes d'intégration.
Exprimer la pseudo-périodeT uniquement en fonction deuy et &p.
pulsationw = wo( 1-&A)”: T =21 w= 21t/ [t 1- &) ™.

On définit le décrément logarithmigde= 1/n In [¢(t) / ¢(t+nT)] avec n entier
positif.

Exprimer & en fonction uniquement deg.

cos (uxt+B) = cos (uy(t + NT)+B) ;d(t) = A exp(£oup t) cos (Lxt+B)
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¢(t+nT) = A exp[€otp (t+NnT)] cos (wo(t + NT)+B) ;

O (t) / d(t+nT) = exp(Eowo t) / exp[€own (1+NT)] = exp[€oun t + Eotx (t+nT)]
=expEowonT)

8 =EonT = Eon 2 Tt/ [ ax( 1-&07) "] = Eo2 T0/( 1-&1)”
Quelles sont les conditions de validité de la fornhei: d ~2T€o ?
Si &’ <<1, (1-&) ™ ~1+& etd ~Eo2 T (1+ &o) ~2 Teéo.

Cela correspond a un amortissement assez faible.

Mesurer la valeur ded pour avoir la plus grande précision possible sur
I'enregistrement suivant:

phi

4

15

5=1/31n (20/19) =0,017; 8 ~2T ; & =5/(2 M) =0,017/6,28 &, = 2,7 10°.
Fréquence propre : IJF 1/2 =0,5 Hz

Etude en régime libre avec freinage de Foucault.

On effectue la méme expérience avec une intenaiig ks bobines.

| = 400 mA :déduire la valeur deé de la courbe
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0,46/6,28 Fi00= 7.4 10°

46,0 ~2T&g ; E400=0/(2 T)

=0

1/3 1In (20/5)

)

| = 700 mA :déduire la valeur deé de la courbe
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=54 10 : &0 = 0,23
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25 -2,25,2 =39,58,2 ; &

2

duire la valeur de p.

é

ot ul’, end

Sachant que &
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£§=2710; u=€-&)/1,=(7,410°- 2,7 10°) / 0,# =0,44 A®.
n=@E-&)/1,=(0,23-2,718) /0,7 =0,46 A% Valeur moyenne = 0,45 AZ.

A partir de quelle valeur de | aura t-on un amortissement suffisant pour avoir
un retour du disque a sa position d'équilibre sangdépassemen®

Régime critique £ = 1 et | ~1 /j£ =1/0,45°=1,5 A.

Aurélie 11/02/09

Pendule électrostatique, énergiepncours physique ITPE
2009

On considere le systeme représenté ci-dessous. Les deux points matériels M, et M, ont la

méme masse m et portent la méme charge +q. Les deux fils de longueur L sont supposés

inextensibles et sont attachés au méme point O. On note a l'angle entre la verticale et le
fil OM,.
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Mz Mi

Z

Représenter sur un schéma les forces appliquéed/i.

" T

A léquilibre:

Par projection de cette condition d'équilibre, dédiure deux relations scalaires
M:M, = 2Lsina ; projection sur x'Ox : -T sio + kof / (2Lsina)?> = 0
projection sur z’Oz : T cas-mg = 0.

En travaillant dans I'approximation des petits anges, déterminer I'expression
ded ¢ On donne k=9 109 SI.

sina~a ; cosa~ 1 d'otiT~ mg et mgn = ko / (2L a)? ; o =ko? / (412 mg) ;0 =[
kg?/ (4L% mg)Y>.

AN:g=10m/§;L=1m;m=10g;q=3 10C.

a=[9 10 *(3 107)?/ (4*0,01*10)["*=0,126 rad 0,13 rad
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Déterminer a une constante pres, I'énergie potentielle de pesanteur du point matériel
M1 .

Epp = mgz + cste= -mgL cas + cste.

On peur choisir le point O comme origine de I'éreepptentielle de pesanteur ;
dans ce cas la constante est nulle.

Déterminer a une constante pres, I'énergie potentie d'interaction
électrostatique du point matérielMy :

Epe = k /MM, + cste = k §(2Lsina ) + cste.
Commenter l'expression de I'énergie potentielle dsysteme constitué par les
deux charges E, = 2mgz + k §/(x1-x2 ) + cste, ou z est I'ordonnée commune des
deux charges et xx, sont les abscisses respectives desiviVb.
Le premier terme est une fonction croissante de zecond terme est une fonct

décroissante de {x ) : la somme des deux termes prévoit I'existenaoe d'
minimum de I'énergie potentielle.

Par un développement limité a I'ordre 2 montrer que

I'expression de I'énergie potentielle est :

Eo(a) =-2mgL(1a%2) +kd/(2La)

E,p = -2mgL cosu. (origine en O) avec cas- 1-¥a°

E,e=k of/(2Lsina ). (I'énergie potentielle
électrostatique est nulle guand les charges sont
suffisamment éloignées.

avec sino~ o si a est petit.

d'otl E, ~k of/(2L a ) - 2mgL( 1-Y&°)

A partir de I'expression de E, retrouver I'expression
ded sq

La position d'équilibre correspond a un extrémum de
I'énergie potentielle. On cherche la valeuodgui
annule la dérivée de I'énergie potentielle.

HUGUES SILA EXERCICES CORRIGES DE MECANIQUE|




214 http://sila.e-monsite.com

dE,/da = -k /(2L a®) + ZngLa =0 :a=[kg?/ (4L
n1gg| .

Tracer l'allure de E, pour o petit. L'équilibre
trouvé est-il stable ou instable?

A
EP

1 1 !
....... JI--------.|------- ------:.
1 1 : H
] 1 H
1 1 1 H
1 : ! : 1

i ; : : / ) o

g 1 1 ' I H >
1 1 ' : ]
1 1 ' f
1 1 ! ! 1
1 1 ! : 1
i i ' : ]
....... A e e e e e e ————————
1 1 H
H ) '

'

1 : : :
1 ' !
......... [t hebtuder sl el skt --.}--------.:
] 1
1 | ' H
1 1 i 1
1 1 ' 1
: ' : '
1 1 ' :
R E AP PP

La position d'équilibre correspond & un minimum de
I'énergie potentielle : I'équilibre est stable.

Aurélie 26/02/08

Les cyclotrons : équation différentielle et nombregomplexesconcour:
ITPE 2008
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Les vecteurs sont écrits en gras et en bleu.

On étudie un proton considéré comme une masseysiecn = 1,6 18’ kg, de
charge e = 1,6 19 C et de vitesse instantanée

Il n'est pas relativiste : 10 v < 3%1@/s. On négligera toute force dissipative dans
ce probléme.

Il est dans une zone de I'espace ou reégne un cékecipiqueE et un champ
magnétiques.

On rappelle que la force de Lorentz est= e + V" B)

Bilan des forces

Quelle est I'unité du champ électrique? V m™.
Rappeler I'ordre de grandeur du champ magnétique da surface de la terre
composante horizontale du champ magnétique tesreRtl0° T.

Dans le cas du protan-dessus évoluant a v = 0,01 ¢ dans un champ rtiggaé
plus intense que celui de la terre,

Justifier que le poids est toujours négligeable
mg=1,610"*9,8=1,6 10°N

force magnétiquee v B : on choisitv =3 fan/s et B=0,01 T.

evB = 1,6 10% 3 10° *0,01 = 5 10" N, valeur trés supérieure & celle du poids.

Variation de I'énergie cinétigue
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Rappeler la définition d'une énergie
potentielle.

Energie potentielle : énergie qui est
échangée par un corps qui se déplace
sous l'action d'une force conservative.

L' énergie potentielle, définie a une

constante pres, ne dépend que de la

position du corps dans I'espace.
" potentielle” signifie que cette
énergie peut étre emmagasinée pe

corps et peut ensuite étre transformée
en une autre forme d'énergie.

Quel est le lien entreE et le potentielV ? E = -grad V.

Démontrer que I'énergie potentielle dont dérive Idorce de Lorentz est =
eV + Cte

F=e +evB.

Une force perpendiculaire a la vitesse ne travpdie : le travail de la force de
Lorentz se résume donc au travail &e e

travail élémentaire au cours du déplacentBntdW = &£ . dl =-egrad V. dl.

travail au cours d'un déplacement fini d'un poiatun point 2 : W = -e( V1)

La variation de I'énergie potentielle au cours eleléplacement est I'opposé du
travail de la force :

AEp = Ep-Epr = e( \W»-V1)
Par suite I'énergie potentielle valgp = e V + Cte
Déterminer la variation d'énergie cinétique du probn allant de A vers C

L'énergie mécanique étant constante, la variatiémedgie cinétique est I'opposé
de la variation de I'énergie potentielle.

AEc = e( 4-V)).

Trajectoire dans un champ magnétique
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seul.

On travaille dans un référentiel galiléen (\Q,
Uy, U,) orthonormé direct.

B = Bu, ; E=0 dans cette partie.

A t=0, le proton est en O avec une vitesse ini

Quelle est la définition d'un référentiel
galiléen?

dans ce référentiel le principe d'inertie &( Ibi
de Newton s'appligue " un point matériel pseudo-
isolé demeure dans son état de repos ou de
mouvement rectiligne uniforme".

Démontrer que le mouvement est plan

conditions initiales : vitesse initial&0) = vp Uy,
portée par I'axe Ox.

La force magnétique initiale est portée par I'axe
Oy.

F=ev"B;B=BuU,;V(0)=wUs:F=€v

Le mouvement est dans le plan (Ox, Oy),
perpendiculaire 8.

Déterminer les deux équations différentielles
du mouvement liant x(t) et y(t)

On poseran. =eB/m.

La seconde loi de Newton s'écrev® B= ma.

Vv v,=dx/dt v,=dy/dt v,=0
B 0 0 B
vAr B B dy/dt -B dx/dt 0
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evr B

ev” B=

eB dy/dt -eB dx/dt

eBdy/dt=m
d’x/dt?.

-eB dx/dt =m
d’y/dt’.
ma.
wdy/dt
=d*x/dt?.

—updx/dt
=d%y/dt>.

d’z/dt*=0.

Soit p(t) = x(t) + jy(t) avec’:-1. Ecrire

I'équation différentielle de p(t).

dp(t)/dt = dx(t)/dt + jdy(t) /dt

d’p(t)/d = dx(t)/df + jd?y(t) /df

dp(t)/dt = 1/, (-d?y/dE® +jd*x/d)= 1/ o

(i°dPy/dt +jd>x/df)

dp(t)/dt = j/ e (jd*y/dt* +dPx/dt®) ; dp(t)/dt

=j/_w.d’p(t)/dt>.

| ww W .chimix.cor |

[ WebEj

www.chimix.com

Recherche Google

| pub-0015053057 | 1

—

ISO-8859-1

ISO-8859-1

GALT:#008000;C

Trajectoire.

Quelles sont les deux conditions initiales sur p(®

A t=0, le proton est en O avec une vitesse initid® = \p Uy.

p(0) = 0 ; dp(0)/dt = dx(0)/dt + jdy(0) /dtz v dp(0)/dt =y .

Résoudre I'équation différentielle et déterminer pi).
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dp(t)/dt =j/ wed®p(t)/dt? s'écrit : d?p(t)/dt? +jwedp(t)/dt =0
équation caractéristique? + juxr=0 ; solutions =0 et b= - jox.
p(t) = A + B exp(- fxt)
at=0:0=A+BsoitB =-A
dp(t)/dt = - poeB exp(- juxt) ; dp(0)/dt = v=- jxB ; B = jvo/te
P(t) = jvolwe ( exp(- jot)-1).
En déduire x(t) et y(t).
exp(- juet) = costod) -j sin(d) ; P(t) = jw/wdcos(xt)-1 -j sin(at)]
P(t) =Vo/wesin(wet) + jvo/oa[cos(at)-1] = x(t) + jy(t)
X(t) = volwesin(wat) ; Y(t) = Volae[cos(et)-1].
La trajectoire est un cercle.
Démontrer que le rayon est R =my/(eB).
Y+Vo/ e =Vo/ COS(wet)
X2+(y+Vo/ ) = [Volwe] ? [sin(eadt) +costut)” | = [Volwd?
centre du cercle A (0 ; o) ; rayon R = ywe. = mw/(eB).

Montrer que le tempsAt mis pour décrire un demi cercle est indépendantel
Vo.

demi circonférenceniR=rimvy/(eB).

La valeur de la vitesse est constante égale daforce magnétique,
perpendiculaire a la vitesse, ne modifie pas lawadle la vitesse.

duréeAt = TR/vp = Tim/(eB).

Dessiner le cercle ainsi que le repére (O, x, y).
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W

Le premier cyclotron 1,2 MeV construit se
compose d'un électro-aimant dans
I'entrefer duquel on loge une boite

métallique de diamétre 28 cm ( 11 pouces)

maintenue sous vide. La chambre contient
deux électrodes creuses en forme de "D"
entre lesquelles est appliquées une Dees
tension alternative de 4000 V a haute
fréquence. En son centre se trouve une

source qui fournit des protons. Les protons

décrivent une trajectoire dans le plan
médian, du centre jusqu'au bord.

a la sortie
Entre les dees, la seule force
prépondérante est celle duka

Dans les dees, la seule force
prépondérante est celle duBa

Dessiner le cyclotron "vu d'en haut" en représentat soigneusement la
trajectoire des protons ainsi que le champ magnétice B.

B
dee

10, cos @t

B est perpendiculaire a la figure, dirigé vers iéag.
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Calculer la vitesse de sortie des protons d'énerganétique finale 1,2 Me\.
1,2MeV =1,2*1,6 18°J =1,92 13°J ; ¥om¥= 1,92 10",
v =[2%1,92 10'%¥1,67 107" =1,516 16=1,5 10 m/s.

Quelle énergie cinétique ( en keV) prennent-ils &haque tour ( deux passages
entre les dees a chaque touf)

A chaque passage entre les dees, I'énergie aieaiggmente de : eU
2 eU = 2*1,6 10™4000 =1,28 16G°J = 8 000 eV 8 keV.
Combien de tours font-ils dans le cyclotror?
1,2 MeV = 1200 keV ; 1200/8 450 tours
Quelle est la frequence de la tension alternative A.N avec Rax= 14 cm.

Pour une accélération maximale, a chaque demiletension alternative doit
changer de signe et prendre sa valeur maximale.

La demi période de la tension alternative est égddedurée d'un demi tour.
wBT=RMV ; f = 1T =v/(2nR) =1,516 16/(6,28%0,14) =1,72 10 Hz.
Quelle est la valeur du champ magnétique B
R= mv/(eB) soiB = mv/(eR)= 1,67 1¢*' *1,516 10 /(1,6 10" *0,14) =1,13 T.

Pourquoi la technologie du type cyclotron avec sakees a été abandonnée
dans les années 50 au profit d'anneaux d'accélérati ?

La quantité de fer pour construire l'aimant quiemdre le champ magnétique
dans tout le volume de l'accélérateur devient itmggortant

Pertes de Larmor du cyclotron.

Le proton accéléré rayonne. La puissance perdue est / (6rigo ¢°) & avec a :
accélérationgo = 8,8 10 F mi*, ¢ = 3 1 m/s.

Estimer la puissance du rayonnement lors du dernietour.
accélération centripére a #R=(1,516 16)2 /0,14 = 1,64 1§ m/<.
P = (1,6 10%% [6*3,14* 8,8 10" *(3 10%)*] =9,38 10™° W.

Estimer I'énergie perdue en eV lors du dernier tour
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P *2At avecAt = 14T = 0,5/f = 0,5/1,72 16-2,9 10° s
P=9,38 10%2*2,9 108 =545 1¢*® J
545 10*/1,6 10'°=3,4 10°" eV.

L'évolution des accélérateurs de protons

En supposant que le champ magnétique est sensittiéganm@éme dans les
différents cyclotrons a protonsstimer I'énergie de sortie du 60 pouces
construit en 1939
On passe d'un diametre de 11a 60 pouces : 6(B14. =

vitesse de sortie : v = eBR/m : si le rayon esttipli¢ par 5,5, alors ¥est
multipliée par 5,5=30.

L'énergie de sortie est sous forme cinétigue Me¥ correspond a 11 pouces ¢
: 30*1,2 =36 MeV.

Pour des énergies de 15 MeV, I'expression corlred&da pulsation du cyclotron
devienteB/m [1-\#/c?] ™

En quoi cette expression est génante pour le fonotinement du cyclotron?
La fréquence du champ électrique dépend de laséte
Comment le synchrocyclotron de Mc Millan (1945) réslut-il ce probleme?
Un synchrocyclotron est un cyclotron dont la fréeeedu champ électrique est
lentement diminuée afin de compenser l'augmentatgomasse des particules
accélérées quand leur vitesse s'approche de eclieldmiere.

Quest-ce gu'un synchrotron?

Le synchrotron est un dispositif permettant I'aédion de particules
chargées.L'énergie atteinte par les particules&sglevée.

Comme dans le cyclotron, les particules décrivestakrcles entre les poles
d'électro-aimants disposés en anneau.

A chaque tour les particules sont accélérées. aggples sont confinées sur le
cercle, en ajustant le champ magnétique a I'énattgate.

On injecte les particules "en bouffées" dans I'anna champ magnétique faible.

Ces derniéres sont accélérées, puis €jectées tpiahdmp magnétique atteint sa
valeur maximale.
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moment cinétigue

théoreme de Koénig

Les vecteurs sont écrits gras et enbleu

On considere les points matériels de masses reésggeot =1 kg, m=2kg, m
= 3 kg ; repére galiléen (Q,j, k). Leurs coordonnées sont :

Mi(2t;3t2;1); M(t2-1;-t;2t); M(-2;t-1; 1-1?)

1. Calculer les moments cinétiques en O des trois points matériels ainsi que celui du
systeme.

2. Appliquer le théoréme de Koénig pour en déduire le moment cinétique L* dans
le référentiel barycentrique.

3. Donner les expressions littérales des forces F,, F,, F3 agissant respectivement sur
chaque point ; exprimer F résultante des forces appliquée au systeme.

4. Déterminer le moment en O des forces Fy, F,, F; et F.

corrigé

Calcul des moments cinétigues en O point de I'espace galiléen:

L,, = OM; nm,¥,

le vecteur vitesse est la dérivée du vecteur position; par rapport au temps.
OM;, ( 2t; 3t2;1) OM, (t>-1; -t; 2t) OM; (-2 ;t-1; 1-t?)
vi(2;6t;0) 2v,:(4t;-2;4) 3v;:0;3;-6t)

OM; My, (-6t ; 2 ; 6t2) OM, A 2v, ( O ; 4t%+4 ; 2t2+2) |OM; A 3v; ( -3t2+6t -3 ; -12t ; -6)

comment calculer un produit vectoriel ?

24 H 192 2t Mt <3 *2
=2 =6 F

30 196t
= 6t
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Le moment cinétique total en O du systéme de pesttggal a la somme
vectorielle des moments cinétiques en O des t@irgpcomposant le systeme.

Lo=Loi+Lo2tLos
Lo1(-6t; 2 ;612 Lo (0;4t2+4 ; 2t2+2) |_ o3 ( -3t2+6t -3 ; -12t ; -6)

suivanti : -6t +0 -3t2 +6t -3 soi3t2 -3
Lo’ suivantj : 2 + 4t2 +4 -12t soi#t2-12t + 6

suivantk : 6t2 + 2t2 +2 -6 soiBtz-4

théoréme de Koénig :

Dans le référentiel barycentrique R* le moment tque est indépendant du po
par rapport auquel on le calcule; ce moment cinétiegt noté *.

Le moment cinétique d'un systeme de points cakenilén point O dans le
référentiel R est égal a la somme vectorielle dmert cinétique en O de son
centre de masse affecté de la masse totale dursysttede son moment cinétique

dans R*.

L,= OG n Im ¥, + L

vitesse des points matériels

le vecteur vitesse est la dérivée du vecteur positioml; par rapport au temps.
OMq(2t;3t2;1)donw,(2;6t;0)
OM, (t2-1;-t; 2t)done, (2t;-1;2)
OM3 (-2 ;t-1;1-t?) donws (0 ;1;-2t)

vecteur guantité de mouvemeht systeme de points :

Ps = MV +MpVo +Mgva =Vy + 2V, +3v3 .
suivant l'axe : 2 +2*2t-3*0 = 2(1+2t)
suivant I'axg : 6t-2 +3 = 6t+1

suivant I'axec : 0+ 2*2+3*(-2t) = 2(2-3t)
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ps [ 2(1+2t) ; 6t+1 ; 2(2-3t) ]

barycentre G

- mlﬂ]ﬁl +m20ﬂ2+m30ﬁ[3 1, - - -
0G = = —(OM, + 20M, + 30M )
m, +m, +m, 6

OM1 (2t;3t2;1) OM, (t2-1;-t; 2t) OM3(-2;t-1; 1-13)
suivanti : 1/6( 2t +2(t2-1) +3(-2) ) soit 1/6 ( 2t2 +2t-8)
suivant : 1/6( 3t2 +2(-t) +3(t-1) ) soit 1/6 ( 3t2 + t -3)

suivantk : 1/6( 1 +2(2t) +3(1-t?) ) soit 1/6 ( -3t2 +4t+4)

OG : 1/6( 2t% +2t-8 ; 3t2 + t -3 ; -3t% +4t+4)

0G 1/6( 2t +2t-8) 1/6(3t2+t-3) | 1/6(-3t% +4t+4)
Ps 2(1+2t) 6t+1 2(2-3t)
OG"ps 1/6(-15t% -6t-16) 1/6(14t%-32t + 40) | 1/6(4t> -36 t -2)
Lo -3t2-3 4t2-12t + 6 8t2-4
L* = Lo - OG”ps Wt2 +t-1/3 1/3 (5t2-20t-2) |22/3 t?+6t-11/3
forces :

Pour chaque point , appliquer le principe fondamleshe la dynamique
F -9
dt

vi(2;6t;0)2v,(4t;-2;4)3v3(0;3;-6t)

F.(0;6;0)  F,(4;0;0) | F3(0;0;-6)

Fi+F,+F3=F:(4;6;-6)
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moments des forcesen O :

appliguer le théoreme du moment cinétique a chpque matériel :

—+

dL,
dt

MOi =

Loi(-6t;2;6t3) Loz (0;4t2+4 ; 2t2+2) | o3 ( -3t2+6t -3 ; -12t ; -6)
Loi( -6t ; 2 ; 6t2) (Lo, ( O ; 41244 ; 2t%+2) |Los ( -3t2+61 -3 ; -12t ; -6)

MOl( -6 ; 0 ; 12t) Moz ( 0 ; 8t ; 4t) Mog( -6t+6 ; -12 ; O)

le moment résultant est égal a la somme vectodekedifférents moments :
Mo @ (-6t; 8t-12 ; 16t)
autre méthode

appliguer le théoreme du moment cinétique au sysgns dans sa totalité :
Lo |-3t%-3 4t%-12t + 6 |8t%-4

Mo | -6t 8t-12 16t

Moment cinétique : déplacement d'un inse  cte sur un disque
compléter les mots qui manquent
25 angles kg rad
Un insecte de masse m = 1,0 g se déplace sur le bord d'un disque ( masse
M=0,50 kg ; rayon R=15 cm ). Quel est le déplacement du disque lorsque

I'insecte effectue un tour complet ( retour au point de départ) ? Les

frottements sont négligés.

L'insecte en se déplacant entraine le disque ;ce dernier tourne plus
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lentement que l'insecte.
Ecrire la conservation du moment cinétique du systeme {insecte, disque}
Moment d'inertie du disque : [1=2MR?
M=0,5kg, R=0,15m: I1 = 0,5*0,5*0,152%= 5,62 10"-3 m?2
Moment d' inertie de l'insecte : 12 = mr2
m = 10"-3 kg etr =0,15 m : 12 = 107-3*0,152 =2,25 107-5 kg m?
Conservation du moment cinétique :
I1."omega"l =12 . "omega"2
ou "omega"l et "omega"2 sont respectivement les vitesses angulaires (
‘ /s) du disque et de l'insecte.
- - Im
EME2 w=mR2w, ¥ =m w, (w= N W
De plus les vitesses angulaires sont constantes, donc proportionnelles aux
balayés.
L'insecte fait un tour ; I'angle balayé est "alpha"2 = 2 pi radians.
Le disque tourne de I'angle "alpha"l pendant le méme temps.
_ im _ Zm
Iil..'ll— _1\,,.'[ D.J:% Cﬂl— :'t,-'[ Cﬂ:
"alpha"l =2 10"-3/0,5*6,28 = 10" -2 rad.
ou bien "alpha"1*180 / 3,14 = 1,4 degrés.
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Moment cinétique (ou moment angulaire)
La grandeur physique qui joue un role analoguecquéatité de mouvement dans le
cas des rotations est le vecteur moment cinétiquenoment angulaire).
1) Dans le cas d'un objet ponctuel:
Le moment cinétique se définit par:
E:Fxﬁ
2
m kg -m
Unités [ ]:[m] { 9 }
3 3
ou:
- r est le vecteur position du point par rapparha origine qu'il faut spécifier et
- p sa quantité de mouvement. L un vecteur perpeatadie au plan formé par r et p.
Sa grandeur, ou norme, estL=r . p .%in
~ (f, .
ou** estl'angle entre r et p.
2) Dans le cas d'un solide:
Le moment cinétique total d'un solide en rotatishd®nné par la somme vectorielle
des moments angulaires de tous les
points qui constituent le solide:
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L=2k=2mxp
i i
La direction du vecteur L coincide avec |'axe datron si celui-ci est un axe de
symétrie du solide.
Moment d'inertie
Le moment cinétique peut aussi se déterminer & plarta vitesse angulair'é’J de
l'objet:
L=I
kg m*?
Unités :[ 9 =[kg-m2]-[s'1]
5
ot I est le moment d'inertie, un scalaire qui déaniépartition de la masse dans
I'espace.
Le moment d'inertie autour de I'axe de rotatiorsdlide constitué des masses mi, di
étant la distance entre la masse mi et I'axe @¢ioat
= - .2 = z -
I_Zi'm‘ d _I-r' dm Unités :[kg-mZJ
Lorsque I'axe de rotation ne passe pas par leecdatgravité, on utilise la régle de
Steiner:
I=I +m. ¢°
ot £ est la distance qui sépare l'axe de rotatioredtre de gravité de l'objet
Théoréme fondamental du moment cinétique
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Le moment de force est égal a la variation du mami@étique en fonction du temps:

I

M=rxF =

g

Ce qui implique que dans un SYSTEME ISOLE, le monagrgulaire total est CONSERVE.

étude dynamique des anneaux de Saturne, atmosphéte Titan physique concours
Mines 08

La planéte Saturne est assimilée a un corps a répartition sphérique de masses, de centre
Os, de masse ms= 6 10%° kg, de rayon Rs. On suppose que le référentiel saturnien, de point
fixe Os et en translation circulaire par rapport au référentiel héliocentrique, est galiléen. On

note G la constante de gravitation.
Les vecteurs sont écrits en gras et en bleu

Les anneaux de Saturne ne sont pas des solides

Supposons qu’un anneau soit un aggomh solide de corps (rochers, cailloux, bl
de glace), en rotation uniforme a la vitesse angudaautour de Saturne. On isole

deux de ces corps formant un douldei{M 1, M}, de faible taille & 'échelle
astronomique, de centre d’inertie G, de ménasse , a la distance 2a I'un de l'al
; ON suppose, en outre, que :
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* Os, M1, M; restent alignés en permanence ;

* on poseal; = 0sG/0sG, OsG=ru, ; 0=wt, et on dfinit le repere cylindrique
(Ur, Ug ,Uz)

o il vient OsM 1= (r-a)u, etOsM,= (r+a)u, ; a<<r
* le référentiel By =(Os, ur, Ug ,U; ) est appelé référentiel saturno-doublet : c’est un

référentiel non galiléen en rotation uniforme pgoport au référentiel saturnien, ¢
vitesse angulairey et dans lequel § G, My, M, sont immobiles.

M,

On néglige l'influence de tous les autres corpBatmeau sur le systende

En écrivant le théoreme de la résultante cinétiqusur le doubletd, établir
lidentité Gmg/r® =w’r.

G est immobile dans le réfrentiesR G est soumis a la force de gravitation de
Saturne et a une force d'inertie centripéte : eex dorces sont opposees.

Gms 2m/ r? (-u; )+ 2m’ r u; =0.
Faire I'inventaire de toutes les forces subies pavl; dans Rsget montrer que
leur somme vectorielle peut s’écrirex f = f(a,ru, : on donnera I'expression de

f(a,r), comme une fonction des variables a etdestparametres G, m etm

- Force de gravitation exercée par Saturne :
Gmsm/(r-a)*(-u, )

- Force de gravitation exercée pas M
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HUGUES SILA

G nt / 4& u;.

- Force d'inertie centrifuge : oo (r -
a)u;.

>f[mw’(r-a) +G nf/ 44 -
Gmem/(r-a¥] u.

f(a,r) = m & (r -a) +G m? / 4 -
Gmsm/(r-a)?].

On admet pour la suite que par un développemeitglimu premier ordre en a/r<<
cette fonction a pour valeur approchée :

f(a,r) =G nf / 4& -3Gnmyma/r’.

Il y aura dislocation progressive de I'anneau sekultante des forces a tendance a
éloigner My de M, donc si f(a,r) <0.

Montrer que cette condition se traduit par I'existence d’une valeur minimalerg
de r (on I'appelle limite de Roche) ne dépendant quengeet de p=mfa

On donne p=720 kg th
G nt / 4& -3Gmymato>= 0 ; m/4d = 3msak o’ ; ro® = 12ma® m ;ro=(12my/p)*>.

Déduire de ce qui précede un ordre de grandeur de.rConclure en considéran
que les anneaux ont un rayon de I'ordre de £om.

ro=(12*6 10%720)" = ( 16%10)*® =( 10*14)** =10"* 1 ~2,2 1§ m.

Cette valeur est supérieure au rayon des anndasbanneaux résulte de la
dislocation d'un solide.

Dans ce qui suit, on assimile tous les corps autour de Saturne a des petits et moyens blocs
solides indépendants en orbite circulaire et on néglige toutes les forces d’interaction entre
eux devant I'attraction gravitationnelle de la planeéte.

Divisions des anneaux

Les anneaux sont divisés : la premiere divisiorohgervée par Cassini qui détecta
le premier une bande circulaire vide de blocsgebdpant ainsi « I'anneau » en
deux anneaux distincts (cette division est encppelge division Cassini). On en a
détecté un tres grand nombre depuis.

On s’intéresse ici a la division observée sur y@neorbital d’'un petit satellite
sphérique, Pan, de centrg, @e rayong, et de rayon orbitaprOsOp.
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division

Pan

Le référentiel saturno-Pansgest en rotation uniforme autour du référentiel
saturnien, suiveur du mouvement de Pan, dans |€xelO- restent fixes. On
considere deux petits rochers A et B encore prestarts cette bande et tournant
dans le méme sens. A est en orbite circulaire ytenra, I€gérement inférieur &,rB
est en orbite circulaire de rayaniégerement supérieur g r

Montrer que plus le rayon de I'orbite circulaire d’un corps satellisé autour de
Saturne est grand, plus sa vitesse le long de saiite est faible.

Ecrire la 3 loi de Kepler : T/r® = 4ré/(Gmg) avec 2tr = v T ; T/r? = 412>,
AT8I(v?r) =41¢/(Gmg) ; VZ = Gyr ; v = (Gmg/r) ™

Tracer dans le référentiel saturnien, I'allure desvecteurs vitesses des centres
des trois corps(I’échelle est arbitraire).

En déduire, dans le référentiel Rp, I'allure des vecteurs vitesses de A et de B et
les tracer sur la figure

AN D

Dans le référentiel Rse
Dans le référentiel saturnien

En déduire pourquoi et AB ne pourront rester sur leur orbite, et pourquoi on
dit que Pan « nettoie » la bande décrite par sa tjactoire en dessinant une
division dans les anneaux

A et B ne peuvent que s'écraser ou rebondir sur&aregard des directions et sens
de leurs vitesse.

L'atmosphére de Titan.

Saturne posséde un satellite remarquable, Titareguel la sonde Huygens,
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véhiculée par la capsule spatiale Cassini, s’estgavec succes le 14 janvier 2005.
Les capteurs embarqués ont permis d’enregistresaestions de la pression et de
température en fonction de I'altitude.

La figure suivante donne sur I'axe de gauche lagioa de I'atmosphere en pasc
en échelle logarithmique, sur I'axe de droite itatle correspondante en km, en
échelle non réguliere, et sur I'axe horizontaelmpérature en Kelvin en échelle
linéaire. La courbe tracée permet donc de suienelution de la température en

fonction de l'altitude ou de la pression.

Pressich en Pa

o

(échelle
lcug;riihn:liqu:] ______________________________________________________
e <+
b
S 25 e .
]
- L
Lo B
=]
______ E e R e o
? + u
[_..
? +
MESOSPHERE
? +
STRATOSPHERE
1 R oS
- | I I TRUPDSP!HERE I
. a0 Loo L50 200 250
L Tempétature eh Kelvin (échelle linéaite)

On admettra que dans I'atmosphere,

['accélération de la pesanteur de Titan garde une

valeur constante gr=1,6 m s®2. R=8,3)mol*K'la

constante des gaz parfaits. On note p(z) la masse

volumique du gaz et P(z) sa pression a l'altitude

Z.

On assimile la mésosphére et la
thermospheére a un gaz parfait en évolution
isotherme de masse molaire M.

En écrivant I'équation d’'état des gaz
parfaits et la loi de la statique des fluides,
établir I'équation différentielle vérifiée par

P(z).

loi des gaz parfaits : P(2) V = nRT avec m =
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nMetuy=m/VdouP(z) =uRT /M.

loi de la statique des fluides : dP(z) = -p(z)
gr dz

dP(z) = - P(2)M g/ (RT) dz :dP(2) / (P(z) =
-Mag+/(RT) dz.

Résoudre cette éguation sans chercher a
déterminer la congante d’intégration et en
déduire si le modele adopté est conforme
avec les données de la figure

In P(z) =-M gz / (RT) + cste.

In P(z) = -M grzo/ (RT) + cste ; cste = In
P(2) +M grzo/ (RT)

In P(2)-In P(3) = -M or (z- %) / (RT).

Dans la mésosphére et la thermosphere, la
température varie peu et a une chelle
logarithmique de la pression correspond une
échelle linéaire de la température. Le mo
est donc conforme.

Dans la troposphére, on admet que le
principal constituant est le diazote,e
masse molaire M = 28 gmblassimilé & un
gaz parfait de rapport des capacités
calorifiguesy = 1,4, et que les évolutions s
adiabatiques et reversibles. On nofeB,
les valeurs de la pression et de la masse
volumique au niveau du sol.

Etablir I'expression de la pression P en
fonctionde B, by, v, Oret z

adiabatique reversible *®PT'= cste : B
T= ROV T,

dP(z) = - P(z)M g/ (RT) dz s'écrit : dP(2) = -
P. B"YM gr/ (RR™YY Tp) dz

dP(z) = -P'M gr/ (RRMYY Tp) dz avec P
ZUoRTY/M ; M/(RTq) =po /Py.

dP(z) = -BY g gr/ P¥dz : P*YdP(z) =-1
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ar/ PoYdz

Intégration entre 0 et zyi(y-1)PY IV = -
ar/ P™¥z + cste.

a l'altitude z=0 y/(y-1)P,Y ¥ = cste d'ou :
VI(-L)PY DY yi(y-1)PY DY = 1o gr/ R 2.

P(V _1)/y-P0(y -y = -(V-l)/V ug—gLEQ_llyz -

Déterminer une valeur approchée de
l'altitude a laquelle P s'annule et en
déduire si le modele adopté est conforme
avec les données de la figure

P=0si: Y= (DhuwaP¥z: R
=(yv-D)N Mo orz;z=Ry/ ((y-1)Uo or)

Or B = WRTyYM d'ouz =yRTo/ ((y-1)Mar
).

Le graphe donne=90 K :

z =1,4*8,3 *90/ (0,4*28 10**1,6) = 58 000
m = 58 km.

La pression ne s'annule pas a cette altitude
d'aprés le graphe : modeéle non conforme.

Aurélie 02/04/08

Etude d'un ressort dans deux référentiels ; forced'inertie ; énergie

potentielle effectiveMines 2002
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Gox Jg[g | Rechercher | pub-0015053057 1

| ISO-8859-1 | ISO-8859-1 GALT:#OOSOOO;G| fr

Etude dans le référentiel R du laboratoire.

v A
oF

k.l

il

—>

O

1

Les vecteurs sont écrits en gras et en bleu

Le mouvement est étudié dans le référentiel durtabime assimilé a un référentiel
galiléen et associé a un repere (@, k). Un palet M de masse m peut se mouvoir
sans

frottement dans le plan (, O x,y) horizontal (&blcoussin d'air par exemple). Le
champ de pesanteur est suivant la verticale @3zgk.

La masse m est accrochée a l'extrémité d'un regsmnt M ) de longueur a vide |
, de raideur k , dont l'autre extremité est fixaele La position de M est reperée
dans la base,() par OM = x +y| ou dans la base;(, eg) parOM =re.

Faire un bilan des forces. Montrer qu'il y a consevation du moment cinétique
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Lo par rapport a O.

Le palet est soumis a son poids ( verticale, \elsk, valeur mg), a I'action du p
(verticale, vers le haut, opposée au poids) attarision T du ressort ( dirigée
suivant OM, valeur k|lo| )

i =T AOM =ﬁ= T et OM sont colinéaire s

Le moment cinétiqué o est donc constant.

A t=0, la masse est IGichée, sans vitesse
initiale d'une longueur 1=1,2l, : OM (t=0)
=1 ,2|o i.

Calculer L. Quelle est la nature de
la trajectoire ?

Lo = mvo® OM (t=0) ; orvg est nulle ,
doncL o est nul.

La trajectoire est I'axe Ox.

Déterminer I'évolution temporelle de la longueur duressort, I(t) =OM(t).
Préciser l'intervalle de variation de | , longueurdu ressort

La seconde loi de Newton s'écrit = ma ; -k(I-lp) i = ma ;
projection sur I'axe Ox : -k(kJ) = mx"" et en posant x = (bl : kx+mx"=0
X" + ox? Xx=0 aveawy’ = k/m.

Solution générale de cette équation différentie{te=A cos (wt+¢)
at=0 x(0) = 0,2d= Acos¢ d'ou : A=0,2J et =0.

X(t) =0,2 b cos €xt) ; | =1p+0,2 b cos (uwt).

La longueur du ressort varie entre @,8t11,2 §.

On lance la particule d'un point OM=0M(t=0) =, i,

avec une vitesse initiale v =l;Wj.

Dans la suite, on travaillera en coordonnées
polaires dans le plan (O, X, V).

PréciserL o en fonction de r et d@/dt puis en
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fonction des conditions initiales et des vecteurs
de base

On notera L, le module de,.

Lo = mvg® OM (t=0) = md/dt eg*re; = mhwj My
i =mh 2ok,

Rappeler I'expression de I'énergie potentielle élastique.
Ep =¥4K(I-lo)* =%k (r-)?

Doit-on tenir compte de I'énergie potentielle de manteur pour étudier le
mouvement?

Non, le mouvement s'effectue dans un plan horizonta
Montrer qu'il y a conservation de I'énergie mécanige Ey.
Le poids et I'action du support, perpendiculairés \dtesse, ne travaillent pas.

La tension dérive d'une énergie potentielle, elastforce conservative. L'énergie
meécanique est donc constante.

Préciser I'expression de kg en fonction des conditions initiales
énergie potentielle élastique initiale 5(@ = %k (h-lo)
énergie cinétique initiale : ) =¥4m(hw)>
énergie mécanique initialeJfD) = Y2k(h-1o)? + am(hw)>.
Préciser I'expression de kg en fonction der, dr/dt, dg/dt, m, k et .
valeur de la vitesse a la date t : v = [ (df/dty’(de/dt)*]™.
Em= Y2k(r-b)? + Yam([ (dr/dt§ + rA(de/dt)?].
Montrer que I'énergie mécanique peut s'écrire = ¥2m (dr/dt)® + Eex(r).
Em= Y2m (dr/dtf + Y2k(r-b)? +¥2m F(de/dt)’.
On pose B (1) = ¥k(r-b)? +¥am F(de/dt)’= Eer (r) = ¥2K(r-b)? +¥2m Fur.
Conservation du moment cinétique : L sfal= m r’de/dt ; do/dt =h%w /r?

d'oUEes (1) = Yok(r-1 o) +¥amly*a¥ /r2.
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Tracer l'allure de Ee (r).

lEa-f:'

\ | E,=Cte
]

\h =] /
0 L i\“"_"/#f/i fe

La masse peut-elle s'éloigner indéfiniment du pdld'attraction ?

La trajectoire de la particule d'énergie mécanigyest limitée par les deux
valeurs y et i : la particule est liée au pble d'attraction epasat pas étre libre de
s'en éloigner indéfiniment.

La vitesse de la particule peut-elle s'annuler auotirs de son mouvemen?

Lo = mvA OM (t) = ml;Zuk.

Le moment cinétique reste constant : en conséquanaesse ne peut pas
s'annuler.

La particule peut-elle passer par le centre d'attration au cours de son
mouvement?

Le moment cinétique reste constant : en conséqueba ne peut pas s'annuler.

On cherche a déterminer une condition entredt wpour avoir un mouvement
circulaire.

Montrer que dans ce cas le mouvement est uniforme

Dans ce cas r 5 kE Cte ; de plus le moment cinétique reste constapt= mv”*
OM (t) = ml2uk.

m v~ OM () = m v kk = mhk%wk d'ou v =wl; = Cte.
La valeur de la vitesse étant constante, le moumerst uniforme.
Déterminer |, en fonction de k, § et w. Est-elle valable pour toutw ?

LorsqueEc¢ (r) est minimale, le mouvement est circulaire unifoeeaayon r =4.
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dEesr (r) /dr = 0 ; B (r) /dr = k (r-b) -mly*w? /r*=0
k (I1-lo) -mh*w? 11:°=0 ; k (h-lo) =mh¥ ; klo=l1 (k-mw?)
l1=kl o/ (k-m ).
Le dénominateur ne peut étre négatif ou nul ; dodloit étre inférieur & (k/nf)

Etude dans le référentiel R' en rotation uniforme autour d'un axe fixe.

Les vecteurs sont écrits en gras et en bleu

Le mouvement est étudié dans le référentiel Ro&tion uniforme autour d'un a
Oz fixe, de vecteur vites€e = wk, et associé au repére (&, e, k).

On considere une particule M de masse m pouvambseoir sans frottement le
long de I'axe (Og ). Le champ de pesanteur est toujours suivargrticale Oz g
= -gk.

La masse m est accrochée a I'extrémité d'un regsmnt M) de longueur a vidg, |
de raideur k, dan'autre extrémité est fixée en O. La positiorMlesr repérée da
la based, ) parOM=rg.

YA

>
X

Préciser les expressions vectorielles des forcemdrtie dans la basq e, ey, k).
Force d'inertie d'entrainemerft.:= mu’ r &.
Force d'inertie de Coriolisfic = -2mw k ~Adr/dte = -2mw dr/dt eg.

Montrer que la force d'inertie d'entrainement dérive d'une énergie potentielle
Eptie que I'on précisera
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Considérons la fonction,& -% mu? r%,
-grad E, = -dEy/dre. = mw’ r .
La forcefie = muf r & dérive de I'énergie potentiellg £-% muf r°.
En est-il de méme pour la force d'inertie de Corias ou complémentaire?

La force d'inertie de Coriolis est perpendiculdira vitesse : elle ne travaille pa:
ne dérive donc pas d'une énergie potentielle.

Déterminer I'énergie potentielle totale
E, = ¥4k(r-lo)? Y2 muy’ r?.
Tracer l'allure de Ey(r). On distinguera trois cas possibles selon la leur de w.

dE/dr = k(r-k)-ma r = r(k-mw’ )-Klo.

La dérivée s'annule pour r sok{k-moy’ ).

Déterminer la longueur |, correspondant a la position d'équilibre dans R

La dérivée s'annule pour r ok{k-moy ) ; la dérivée est positive si r Spk(k-moy?
) ; la dérivée est négative si r s/kk-mo? ) ;

Il s'agit donc d'un minimum d'énergie potentielies kly/ (k-may).

A quelle condition surw le résultat est-il possible ? Cet équilibre est-dtable?
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k-ma:? doit étrte positif soita < (k/m)* ; I'équilibre est stable du fait du minimum
d'énergie potentielle.

Quel est alors le mouvement dans le référentiel daboratoire ?
Circulaire uniforme.
Comparer I, et |; et conclure

[,=I; ; dans le cas de ce mouvement circulaire unifdem&eux référentiels sont
équivalents.

Energie potentielle : modélisation d’un oscillateuphysique concours Mines 08

Soit un point matériel de masse m, en mouvement dans le champ de pesanteur g
uniforme.

Les caractéres gras, écrits en rouge, désignent dgsndeurs vectorielles

Etude énergétigue d’un oscillateur

Définir I'énergie potentielle associée a une forde.

L'énergie potentielle d'un systéme physique estcass a une force dite
conservative : une force conservative derive demexgie potentielle : F= - ¢flr.

L'énergie potentielle est définie & une constargs pla variation d'énergie
potentielle est I'opposé du travail W d'une foroeservative.
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Pour une force de rappel élastique deonstante K, déterminer I'expression di
I'énergie potentielle en fonction de I'écart x a Igosition d’équilibre, a une
constante additive prés
La tension T est proportionnelle a l'allongemeduxessoril = K X

K raideur du ressort (N/m)
(M) traval élémentaire - dW(T)= K % i = “Aire” bleue

~ 3¢ :
travail pour un allongement X° W) = -I-: Eadxz = [Vﬁixj ]ﬂz Vol

WTY = "Aire" I:Il.l’triemgle=%H}{2

% {m]

m ¥+ W

On considere un mouvement conservatif de m sue lrotizontal Oy, autour
d’une position d’équilibre ¥, avec I'énergie potentielle,§) = Eo + o ( y-Yo)?, ou
o est une constante positive.

Etablir I'équation différentielle du mouvement et en déduire qu'il s’agit
d’oscillations harmoniques dont on précisera I'expession de la période

Expression de I'énergie mécanique,:=EE(y) + E(y) =B+ a (y-Yo)* + %2
m(dy/dtf = constante.

Dériver par rapport au tempsa 2 y-Yo) dy/dt + m dy /dt . 8 /dt* =0

Simplifier par dy/dt : & (y-Yo) + m dzy /dt?=0 ;dzy /dt 2+ 200/ m y=2t/m
Yo.

C'est I'équation différentielle d'un oscillateurrhanique de pulsatioa= (2a /

m)” et de période T = &/ w =2 1t( m/(20a) )™

m ¥

Les ressorts sont identiques, de raideur k etmiguleur a vide §, tandis que les
points d’attache sont distants dey2L

Exprimer Ep(y) si y désigne I’écart a la
position d’équilibre, et calculer la
période T, des oscillations de msim =
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200 g et k = 40 N/m.

Les énergies potentielles Y4ky Cte
de chaque ressort s'ajoutent ; si on
choisit la position d'équilibre comme
origine de I'énergie potentielle, la
constante est nulle.

En(y ) = Yoky? +¥2ky? = Ky’ .
On retrouve le cas précédent avec Y
=0eta=k:To=21(m/())"*=
6,28 (0,2/807=0,31 s
On envisage I'existence d’un frottement fluide tginsité proportionnelle a la
vitesse de m par rapport a 'axe du mouvemé&nt -3 m v, ou 3 est une
constante.

Donner la dimension ou 'unité SI deR.

3 =-F/(mv): force : masse * accélér?tion = masse * longueemps$ soit MLT

mv : masse * longueur / temps soit MET par suite ®] = T™.

Etablir 'équation différentielle du mouvement. Quédle est la valeur
numérique maximaledeR permettant les oscillations de n?

R
RO s R
F 5 Iz ) .

1

1 =]

T =kiL,+v-L,) ('T)!T':kﬁa_}'_La)T;F:ﬁm%(J}

T+ oo gy —n Y
dt dt dt?
Zar r g
& pH 2k, o
dt? d m

Polynéme caractéristique? +Rr +2k/m = 0 ; discriminan = ¥ -8k/m.

Le régime est pseudo-périodique\siO soitl? < 2 (2k/my*; R <2 (80/ 0,7§; R <
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40 <%,

Modélisation d’un dispositif expérimental.

On dispose d’'un banc a coussin d’air rectiligne)(@cliné par une cale de
hauteur h d’'un angle par rapport a I'horizontale, selon la figure csseus. Sur
ce banc, un aimant est fixé a I'origine O, et uttaaimant, de masse m, est fixé

sur un palet mobile sans frottement :

Les aimants sont orientés de telle sorte qu’ilepeussent mutuellement. La
possibilité pour m d’osciller autour d’'une positidiequilibre résulte de la
compétition entre la répulsion électromagnétigéduite a une force notée F,
prépondérante lorsque les aimants sont proch&spetds, qui devient

prépondérant lorsque la distance augmente.

Faire un bilan des forces a I'équilibre sur un scha.

R

=l
_|_
=
e
=
Eal}
Il
=1}

mg

Sans connaissances préalables en électromagnétisraeerche dans la suite a
vérifier si la force électromagnétique agissantsdzette expérience peut étre
modélisée par une loi de la formE(x) = k.(x / X)".e,, avec k > 0 et n entier

naturel.

Exprimer dans cette hypothese la position d’équilite x. en fonction dexy, k,
m, g, L, hetn dans le cas des petits anglels €< L).

NB : cette approximation sera toujours utiliséediansuite.

Projection sur Ox de la somme vectorielle des orceng sino + F =0
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sina~ h/L ; mgh/L = k.(¢/ Xo)" ; (mghl// (KL)Y" =X / Xe ; Xe = Xo . [KL / (mgh)]
n

On mesure x, pour différentes cales, puis on représente
In(h) en fonction de In(xe / Xo). En prenant xo =1 m,

déduire des mesures ainsi représentées ci-dessous
les valeurs de n et de k

Ondonne:L=120cm: m=189qg:qg= 9,81‘Fn.s

In(h) en fonction de In(xe/x0)

25t +

-3.8

451

In(h) -2,19 -2,39 -2,56 -2,63 -2,73 -2,76 -2,81
In(xe/%o) 4,61 -3,91 -3,22 -2,81 |-2,53 -2,30 -2,12

mah/L = k.(p/ x9)" ; In h + In (mg/(kL)) = n In (x/
Xe) = - N IN(% / Xo)

coefficient directeur de la droite : -n = -(4,61-2) /
(2,81-2,19)=-4n=4.

In kK = In(mgh/L) +n In(%/ Xp) = In (0,189*9,8 /1,2) +
Inh +41In (¢/ Xg)

INk=0,435+Inh+4In & xo)
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In(h) |-2,19 -2,39 -2,56 |-2,63 |-2,73 |-2,76 |-2,81
In(xe/%o) -4,61 -3,91 |-3,22 -2,81 -2,53 -2,30 -2,12

Ink |-20,1/-17,6 -15,0 |-13,4 -12,4 -11,5-10,9

k est de I'ordre d&0® N m™.

Exprimer littéralement I’énergie potentielle totale E,(x) de m, a une constante additive
pres, en fonction de x, Xo, k, m, g, L, h et n, puis en fonction de x, Xo, Xe, k et n.

Energie potentielle de pesanteur,, € mg x sina + constante = mg x h/L +
Constante.

Energie potentielle magnétique : chercher une pisiende F = k.(x/ x)" soit :
1/(n+1) kx" . X"/ (n-1)

Energie potentielle totaleE,(x)= mg x h/L + k.xo" . X"/ (n-1) +Constante

Lorsqu’on se limite a des oscillations de faiblepitade autour de la position
d’équilibre, on rappelle qu’'on peut utiliser poldémiergie potentielle un
développement de Taylor d’ordre 2 :

1 420
er{dEP

Ep(x)~ Ep(x=x,)+ (x

— X

2
En déduire une expression d&p( X~ %) sous la forme ¥4K(x-x¢)* + Cste: on

exprimera la constanteK en fonction dexe, Xo, k et n.
K : valeur de la dérivée seconde de I'énergie pietenpour X = x.
K=nkxo" x ™.

Justifier qu’au voisinage de I'équilibre, la résulante des forces subies par m

équivaut a une force de rappel élastique dont on grisera la constante de

raideur équivalente,
Ep( X~ %) = ¥4K(x-x)* + Cste
F = -dEp/dx = -K (X-Xe).
Toutes choses égales par ailleunsntrer que la période T des petites

oscillations autour de I'équilibre est proportionndle a une puissance da que
I'on déterminera ; en déduire une méthode de mesurge n que I'on décrira
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succinctemen.
T=418 m /K ; K=nkg" ¥ m/K = m x™/ (n kx")

Or Xe = Xo . [KL / (mgh)] ¥" d'ou : m/K( =xm [kL / (mgh)[™™™/ (n kxo) = Cste . |
-(n+1)/n

Par suite T = Cste . "V In T =In cste - (n+1) / (2n) In h

Mesurer la période pour différentes valeurs deik wacer la fonction InT = f(In
h) : droite de pente - (n+1) / (2n) =-5/8

Mouvement d'une planéteconcours Mines 07

Les vecteurs sont écrits en bleu et en gras.

Nous voulons étudier le mouvement d'une planégindge a un point matériel
dans le champ de gravitation d'une étoile de miglsgke centre O, considérée
comme ponctuelle et fixe. La planete de massedsituée a une distance r=OP
de O. Nous considérerons un référentiel lié aileetmmme un référentiel

galiléen.

Exprimer la force exercée par I'étoile sur la plan&e en fonction des masses
Me et My, 1, G, la constante universelle de gravitation

et le vecteur unitairee, = OP/r.
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F=G

M- Mp (—Er)
-

Justifier précisément que le mouvement est plan. Bciser ce plan

d—L=Of’nf=ﬁ = L= constante
Ecrire le théoréme du moment cinétique er

La trajectoire est plane : ce plan contient le pGiret le vecteur forcé. Ce plan
est perpendiculaire au moment cinétique

On noterad etey). la base de projection dans ce plag,etin vecteur unitaire
suivant la direction du moment cinétique en_.G,Le,.

Rappeler I'expression de la vitesse en coordonnéeslaires.

drg  do-

V=g ot g

Préciser I'expression de en fonction de L en foncin de M,, r, d6/dt.

L= T MgV rfm‘\aipg{mr 84 ]z‘viprﬁ:r g? ea=Mt? g?‘

On suppose dans cette question que la planétd daariouvement circulaire de
rayon R et de période T. On notera , le moduleadétésse ypour un
mouvement circulaire.

Etablir I'expression de la vitesse yde la planéte, en fonction de R,G et M

=G —Mif”iﬂ (-8)=-M; 3

a=GMz(-3)

Fn=Y(—5
av=— {—er)

En déduire une relation entre r, T, G et M. ( 3™ loi de Képler).
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La période est la durée nécessaire pour décrireitcanférence derayonr: T =
21r/V..
2 A2 3vl=ATe PR T2/ =41P
T =41 I =410/ (GMg) ; T /17 =410 [ (GMy).
Exprimer alors la vitesse v.en fonction de G,T et
M.
1/r =4 T8/(T°GMe ) ; V& =(GM)*/1
v =ATE (GMo)%/T? ; v = [2nGM /T]™>.
En déduire I'énergie cinétigue et I'énergie
meécanique en fonction de G, T, Met M..
E=YMpv 2 =Y%M, [2GM . [T]?2,
Ep= -GMM,, /r avec 1/r = [47/(T°GM.)]™>.
E,= -M, [2NGM /T]?".
Ey= E+E,= -¥4M, [2GM /T]?>,
N
On rappelle que I'équation polaire d’une ellipse est 1+ 9505{5'] ou p est une
distance appelée paramétre et e, un coefficient positif sans dimension appelé
I'excentricité compris entre 0 et 1. On se propose d’étudier le mouvement de la planete
a I'aide du vecteur excentricité,
e=——— v+e,
GM M N . .
e ouv est la vitesse de la planéte, @stin vecteur
orthogonal au 2 grand axe de l'ellipse.
1
G
PN\
o g
ey
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Montrer que ce vecteur est constal. Il suffira de montrer que la dérivée de ce
vecteur est nulle.

dE__-1 dv.ds__-L [-GMi
d GMAL i dt GV -

ML2d8
_dos (g )_des 5
@ ToMA |7 o)

En faisant le produit scalaima €g et en s’aidant du dessimontrer que

r(0)=p/[1+ecos@)] et en déduire que le module de vaut I'excentricité e de la
trajectoire. Préciser p en fonction de G, M, M,, et L.

I } _ -Lr df,. %
GMMG }’ N YA A GMMar *1

grE=

&' ®=ecos(0+m)=—c cosb

L GM
= 4 1_GM-M;
et eNME T I

(1+e cosh)

p = L?/(GMM,?)
Préciser la valeur de I'excentricité pour un mouverant circulaire.
L'excentricité est nulle dans le cas d'un mouveroeotlaire.

Dans le cas d’'un mouvement circulairgpréciser la valeur de L en fonction d
r, Ve et Mp.

L =Mp ver

Retrouver a I'aide du vecteur excentricité, I'exprasion de la vitesse de la
planete, en fonction der, G et M

- L —Mpwr o _G\«Ia-
MG E Ui Gyt ® e as |, e

g

Aurélie 24/01/08

Mouvement d'une planeteconcours Mines 07
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Les vecteurs sont écrits en bleu et en gras.

Nous voulons étudier le mouvement d'une planegamégée a un point matériel
dans le champ de gravitation d'une étoile de mislgsie centre O, considérée
comme ponctuelle et fixe. La planéte de massesd#isituée a une distance r=
de O. Nous considérerons un référentiel lié ail&etmmme un référentiel
galiléen.

Exprimer la force exercée par I'étoile sur la plan& en fonction des masses
Me et My, 1, G, la constante universelle de gravitation

et le vecteur unitairee, = OP/r.

P

o F=gM:Me( ¢,
T

Justifier précisément que le mouvement est plan. Bciser ce plan

d—L=Of’nf=ﬁ —: L= constante
Ecrire le théoréme du moment cinétique er

La trajectoire est plane : ce plan contient le pGiret le vecteur force. Ce plar
est perpendiculaire au moment cinétigue

On notera ¢ etey). la base de projection dans ce plaa,etin vecteur unitaire
suivant la direction du moment cinétique er.8,Le,.

Rappeler I'expression de la vitesse en coordonnéaslaires.

HUGUES SILA EXERCICES CORRIGES DE MECANIQUE|




254 http://sila.e-monsite.com

s St
:1 th.‘:+1'd1_

Préciser I'expression de en fonction de L en fonan de M,, r, d6/dt.

i:i"‘:{[\-t[pf-'—? My g{ e:+r—ea ]:T'vipr AT g? Ba= Mpr1 da*

On suppose dans cette question que la planétd daariouvement circulaire (
rayon R et de période T. On notera , le moduleadétésse ypour un
mouvement circulaire.

Etablir I'expression de la vitesse yde la planéte, en fonction de R,G et M
E=G H:%(—ay M; 3

&)

a-GM:
=

G%=Lﬂz soit ve=G Mz, = jGMe
rror r r

)

an="t
r

En déduire une relation entre r, T, G et M. ( ™ loi de Képler).

La période est la durée nécessaire pour décrireitcanférencedrayonr: T:
21r/V...

T2 =41 PlvZ = 418 ¥ (GMo) ; T? / 1° =4 1C | (GM,).

Exprimer alors la vitesse v en fonction de G,T et
Me.

1P =4 1(T?GMe) ; v =(GMQ¥r®

ve® =418 (GMQ?/T? ; v, = [2nGM . IT]™2,

En déduire I'’énergie cinétique et I'’énergie
mecanique en fonction de G, T, Met Me.

E=%Myve> =M, [2GM ¢ [T]*2

E,= -GMM,, /r avec 1/r = [4%/(T’GM, )]*2
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E,= -M, [2NnGM /T]?",
En= Ec+Ep= -%M, [2nGM IT] %2,
() ——

On rappelle que I'équation polaire d’une ellipse est l1+ecos( &) oy p est une
distance appelée paramétre et e, un coefficient positif sans dimension appelé
I'excentricité compris entre 0 et 1. On se propose d’étudier le mouvement de la
planéte a I'aide du vecteur excentricité,

et Sic
GM.M, ouv est la vitesse de la planete, @stin vecteur
orthogonal au %2 grand axe de I'ellipse.
L
0
ey
Montrer que ce vecteur est constantll suffira de montrer que la dérivée de ce
vecteur est nulle.
_a.2dE
de_ -I dv,des__ -L [—Gﬂi’ea i [ Ve -GM: - |_dé- 5
dt GM:Mpdt dt G}"Ia}'r"[pl = dt GM:M; l rl dt
En faisant le produit scalaim €g et en s’aidant du dessimontrer que
r(0)=p/[1+ecos@)] et en déduire que le module de vaut I'excentricité e de
la trajectoire. Préciser p en fonction de G, M M, et L.
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_L"
sime_ L [dre,,df% e - —Lr dé,
MM, &t E'J* N YA A GMMar *1

&' ®=ecos(B+m)=—e cosB

A .
ecosf=———-l= 1= EOES

O T b Urecosd)

p = L?/(GMM,?)
Préciser la valeur de I'excentricité pour un mouverant circulaire.
L'excentricité est nulle dans le cas d'un mouveroeotlaire.

Dans le cas d’'un mouvement circulaire, préciser laaleur de L en fonction
der, v et M.

L =Mp ver

Retrouver a I'aide du vecteur excentricité, I'exprasion de la vitesse de la
planete, en fonction der, G et M

= L =_.= My - _G\« == GT'-JI--
AT AT C Y oy i el et ]

Mesure de la hauteur d'un building a I'aide d'un
baromeétre. concours mines 06

sans calculatrice

Mesure de la hauteur d'un building a l'aide d'un barométre.

Le fluide étudié ici est 'atmospheére terrestre primcipe fondamental de la
statique des fluides s’écrit ici :

dP/dz= p g.

(si 'axe Oz est dirigé verticalement vers le hautP est la pressiop la
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257

masse volumique du fluide gtla norme du champ de pesanteur terrestre).

On assimile localement l'air & un gaz parfait igothe a la température.T

Quelle est I'expression de la masse volumigyeen fonction de la masse
molaire de I'air M, de la pression P, de la constae des gaz parfaits R et
de la température Ty ?

Loi des gaz parfaits : P V = nR%oit P = n/V R}

masse volumiquep = m/V ; n= m/M ( quantité de matierm¢l) = masse (Q)
masse molaire (g/mol) )

d'oli : P=m/V REYM ; P=p RTy/M ; p = PM/(RTy).
La masse molair de l'air est 29 g/mol. Justifier

L'air contient : fraction molaire du dioxygene 0f2action molaire du diazote
0,8.

M(Oy) = 32 g/mol ; M(N) = 28 g/mol.
M(air) = 0,2*32+0,8*28 proche 29 g/mol.

Déduire, des questions précédentes, I'expressiottdrale de la pression en
fonction de laltitude z, de M, g, R, het R

(pression atmosphérique au niveau du sol), en admejue g reste constant
dans I'atmosphere.

dP/dz= p getp = PM/(RTy).
d'ou : dP/dz =PMg/(RTp) ; dP/ P = -Mg/(R¥) dz ; d In (P) = -Mg/(R3) dz
In P =-Mg/(RTp) z + Cte.
si z=0; P=PRd'ou : In (P/B) = -Mg/(RTp) z.
P = R exp(-Mg/(RTy) z).

Justifier 'hypothése ‘g constant’ (on donnera un odre de grandeur de
I'épaisseur de la couche atmosphérique)

% = GM/R ;g = GM/(R+z¥ ; d'otig = ¢ [1+2/R]

L'épaisseur de I'atmosphere est voisine de z n86tle rayon terrestre vaut
R= 6400 km.
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En conséquence z/R est proche de zéro et g precgpdur une altitude
inférieure a 30 km.
Le barometre indique une
pression de =1 010 mbar au
niveau du sol et P = 950 mbar en
haut de la tour.
En déduire que la hauteur H de
celle-ci peut s’écrire sous la
forme approchée:
H= k(Po-P) / Po.
ou k est une constante dont on
définira l'unité, la valeur
approximative et la signification.
P =R, exp(-Mg/(RTy) z).
P étant proche de P, I'exponentielle est proche :d&b/(RTo) z est proche
de zéro.
Effectuer un développement limité de I'exponergiall'ordre 1, au voisinage
de zéro:
P=R (1 -(Mg/(RTp) z) ;P /R =1-(Mg/(RTp) z ; 1-P / B=(Mg/(RTp) z
(Po-P) [ By= (Mg/(RTo) Z,Z= RTO /(Mg)(Po'P) / P(): k(PO-P) / Po.
k =RTo/(Mg).
(Po-P) / R : grandeur sans unité ; z : hauteur en metreexpsme donc en
metre.
Donner I'ordre de grandeur de H.
Données numériquesy = 10 m.&, R = 8,31 S.l et 3= 300 K.
M = 0,029 kg/mol k= 8,31*300/(0,029*10) proche de : 8600 m.
(Po-P) / Py= 60/1010 proche de 0,06 ; d'ou z=H proche de 08506 soit
520 m
Utilisation indirecte du barometre
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On se propose ici d’étudier la chute libre du baxtsendepuis le sommet du
building sans vitesse initiale et en 'absencerdddment.

Soit le référentiel géocentrique O, X, Y, Z. ou € le centre de la Terre. Les
axes OX, OY et OZ sont dirigés vers des étoilessfix

Le référentiel géocentrique O, X, Y, Z est suppgadéen.

Les grandeurs écrites en gras et en bleu sont dedeurs
Le reférentiel terrestre de base €J'g), €,) est tel que : O’ est a la surface de
la Terreg, est dirigé vers I'estg rentre dans la feuillel, est dirigé vers le

nord,e, passe par le centre de la Terre.

L’angle A définit la latitude du point O’ (C’est I'angle eak, et le plan
équatorial).

La Terre effectue un tour sur elle-méme a la véesgyulaire constante =
d.¢/dt~ 7.10° rad.s".

¢ est I'angle entre OX et la projection dedans le plan OXY.

Le référentiel terrestre’est donc pas galiléen

EXERCICES CORRIGES DE MECANIQUE|




260 http://sila.e-monsite.com

On donne aussi le rayon de la Terre R= 6400 km.
On lache le barometre de masse m depuis une altdudans vitesse initiale.

Exprimer les composantes du vecteur rotatiatans la base (@&, g, €;) en
fonction dew etA.

=0 g+ wWCOoA g+ WSINA €,.
Soient x, y, z, les composantes de M dans le réfiebterrestre
Exprimer les composantes des trois forces appliqueea I'objet M.
poids :P =06+ 0¢- mge,.

force d'inertie d'entrainemen; = 0 e,-mw?(R+z) CO\ SinA e+
mu’(R+2)cosA e,

force de Coriolis Fc =m (-2wZ' cos\+2wY' sinA)e-2mw X' SinA g,+2
Mw X' COSA €,.

En déduire les équations différentielles rigoureusevérifiees par x, y, z et
leurs dérivées par rapport au temps

X"=-2wZ' CON+2wY' SinA (1)
y'= -w(R+z) cos\ sinA\—- 2w X' SinA (2)

2'= -gt+ 6F(R+2)cogA+2 w X' cos\ (3)

Dans le systeme d’équations différentielles précéxe quels termes peut-
on négliger ? (On précisera par rapport a quoi onds néglige)

Z et x sont trés inférieurs au rayon terrestredRcdR+z proche de R.
'R = 49.10°%6,4 1¢ proche 0,03 ; don@’R négligeable devant g.

y' << z' et on ne prend en compte que la composbsnta force de Coriolis
suivante, .

Simplifiez alors le systeme d’équations différentiées et le résoudre
littéralement en fonction de H,wA, g et R
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X"= -2 2" cos\ (1)
y'= -wR O\ sinA (2)

2'= -g(3)

(3) donne z' = -gt +Cte ( la constante est nulle, la vitesse initiale étant nulle)
zZ= -1/2912+Cte (la constante est nulle car I'origine Oaelstltitude H)
(2) donne y = -Y4u’R cos\ sin\ t?
(1) donne x"= 2w COAQ t
X' = W COgt? ; x=1/3w cos\g t*
Au bout de combien de temps le barométre touche-tde sol?
On donne : H = 500 m\= 30° (sin 30° = 0,5 et cos 30° ~ 0,9), g~ 10M.s
Ausol z=-H=-500m ; 500 = 0,5*18;t = 100 ;t = 10 s

En déduire I'ordre de grandeur des composantes x, et y, de M, lorsque I’objet
tombe sur le sol.

x; = 1/3 *7 10°*0,9*10*10° = 0,7*0,3 = 0,021 m 21 cm

y: = -0,5*49 10'°*6,4 10*0,5*0,9*100 = -0,5*0,49*6,4*0,5*0,9 =-0,70 m =
70 cm

Si on fait I'expérience, on constate que, selondiaection , le barométre
n'est absolument pas dévié par rapport a la direatid’un fil a plomh

Pour quelle raison ?

Le fil a plomb prend en compte la force d'inertientrainem

mécanique : étude de la suspension d'un véhicule gthode des
nombres complexesoncours mines 06
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Les grandeurs vectorielles sont écrites en gras et en bleu.

7 DL

Le véhicule étudié est modélisé par un parallékgép de centre de gravité G
et de masse M, reposant sur une roue par l'intaammédle la suspension de
I'axe OG reste toujours vertical. L’ensemble estrend’une vitesse
horizontalev = v uy.

La suspension, quant a elle, est modélisée pagasort de raideur constante

k =1,0.18 N.m" (de longueur a vided). et un amortisseur fluide de conste

d'amortissement constarite 4,0.16 U.S.I. La masse de I'ensemble est M =
1000 kg .

La position verticale du véhicule est repérée patans le référentiel galilée
proposé ayant son origine sur la ligne moyenneaddé&smations du sol. On
note z la cote du centre de la roue par rapport au niveayen de la route.

’ |
l ‘%a I
4 T2 i 1 w}‘j:_%.
—
—_ 12 ID
T ux\i T Eo =R !

-
- -HJ/
fig 1 Iz route est paraiterent harizantala \//

L’amortissement entre M et la roue introduit unecéode frottement fluide,
exercée par I'amortisseur sur M, qui s’écrit :

F= - A (dzg/dt- dzo/dt) u,.

La route est parfaitement horizontale

La route ne présente aucune ondulation et le vihica aucun mouvement
vertical.

Déterminer la position zeq de G lorsque le véhicule est au repos

Le véhicule est soumis a son poids ( verticales \ebas, valeur Mg), a la

force de rappel exercée par la suspension ( vestiears le haut, valeur kgt

L)).
A I'équilibre les deux forces se compensent :
Mg = k(Lo-L) avec L = &eqzo.

Mg = k(Lo-Zgegtzo)
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Zceq = LotZo- Mg/k.

Suite a une impulsion soudaine, le véhicule acquiert un mouvement d’oscillations
verticales. On cherche dans cette question a établir I’équation différentielle
caractéristique du mouvement par une méthode énergétique.

On étudie le mouvement par rapport a la positi@gudilibre établie
précédemment. On posera zg—2Zseq

Etablir I'expression de I'énergie potentielle de psanteur.
Epp = Mgzs + Cte.

On choisit l'origine de I'énergie potentielle ditade z= z¢; La constante
vaut alors : Cte = - Mg@#q

Epp = MO( z5 — Zed) ; Epp = Mgz
Etablir I'expression de I'énergie potentielle élastue.
Epe = ¥%k(L-Lo)*+ Cte avec L = gzo.

Epe = ¥K( 2-20-Lo*+ Cte ; Be = ¥5K(z -Zgeq+ Zceq-Zo- Lo)*+ Cte

Epe: 1/2k( Z -lg-zp + ZGeq'Z)2+ Cte ,Epe = 1/2k( Z - Mg/k)2+ Cte

Appliquer le théoréme de I’énergie cinétique a la masse et en déduire I’équation
différentielle en z caractéristique du mouvement.

La dérivée par rapport au temps de I'énergie m@uarest égale a la
puissance de la force de frottement fluide ( faroe conservative).

En= %MV + Epp+Epe
dEw/dt =M v dv/dt + Mg dz/dt + k(z-Mg/k ) dgdt
dEw/dt =M v dv/dt +kz dg/dt
De plus : z = & — Zgeq; dz/dt = dz/dt et v = dz/dt ; dv/dt =d/df
dEm/dt=(Md *z/dt* + kz ) dz/dt

Force de frottement fluide sur une route horizenték= - A dzz/dtu,
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puissance de la force de frottement fluide dzs/dt u,= - A dzs/dt u,.dzs/dt
u;

F. dzg/dtu,= - A d’zg/df

Par suite : M&z/df + kz = -\dz/dt

d°z/dt*+ A/M dz/dt + k/M z = Q

Dessiner, qualitativement, les allures envisagealsiele la fonction z(t)

(la résolution de I'équation différentielle n’estgpdemandée).

La route est ondulée(fig 2)

Le véhicule se déplace a vitesse horizontale cotestasur un sol ondulé.
L’ondulation est assimilée a une sinusoide de gérgpatiale L et
d’amplitude A. & peut alors s’écrirez= R + Acos(ut).

On étudie maintenant le mouvement par rapporipdsition d’équilibre
établie précedemment. On posera z = Zgeq

Pour les applications numériques on prendra L =;1Am 10 cm
Quelle est I'unité deA ?
AM dz/dt a la dimension d'une accélératioMl dz/dt] = L T?.

[dz/dt] =L T*; [M]=M; [A]M LT =L T2
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[A] =M T (unité : kg 8)
Exprimer w en fonction de v et L. Vérifier 'lhomogénéité du ésultat
w=2T1/TavecT=LNdouw=2TV/L, exprimé en rad’s

En appliguant le principe fondamental de la dynamig la masse M dans le
référentiel terrestre supposé galiléen,

établir I'équation différentielle en z régissant lemouvement
Md?z/d€ = -Mg- k (L-Lo) -\ (dzg/dt- dzo/dt)
avec da/dt= -Awsin(wt) et L = z-zo.
Md?z/df = -[Mg+ k ( zs-zo-Lo)] -A (dze/dt+ Awsin(wt))

Or Mg = K(Lo-zgeqtR) d'ou : Mg+ K ( &-zo-Lo) =k(Ze-ZceqtR-20.)= kz -
KAcos(wt).

Md?z/d€ = -kz +kAcos(ot) -Adze/dt -A Awsin(wt)

d®z/dt* +A/M dz/dt + k/M z = KA/M cos(wt) —A
Aw Msin(ux).)

Justifier qualitativement le fait que I'on

recherche la solution z(t) de cette équation

différentielle sous une forme sinusoidale
Z() = Zmax.COSEE+).

La solution générale dd)(s'obtient en
additionnant :

- la solution générale de I'équation
homogéne ( régime transitoire)

d?z/dt?> +A/M dz/dt + k/IM z =0

- une solution particuliere dé)(
correspondant au régime forcé.
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Le régime transitoire étant de courte durée,
la solution particuliere (_régime forcé)
s'impose rapidement.

Résolution par la méthode des complexes

On pose = Z.exp(jut ), réponse complexe du vehicule a I'excitation
sinusoidale etgz- R= Aexp(jut ).

-k ok
SV

Ak
Coiop

=1t

Montrer que
d?z/dt? +A/M dz/dt + k/IM z va s'écrire :
Dériver par rapport au temps correspond a la migidifoon par o
d?z/dt®= —wrZ.exp(jot )
dz/dt = joZ.exp(jt ) ; A/M dz/dt =A/MjuZ.exp(jut )

[-6 +j AGYM +k/M ] Z.exp(jut ).

k/M Acos(wt) —A / M Awsin(wk) va s'écrire :
aAcos(wt) on associe Axp(jut ) ;
a sa dérivéeAw sin(wt) on associew) Aexp(jut ) ;

d'ou I'écriturgl k/M+ A / Mjw] Aexp(jot ).

L)
Z_ Hior  _Hi
A 0% G 2
BRI P
Mettre sous la forme : (3 Q{J)E

Ho= -0 +j AWM +k/M
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On posewy® = k/IM d'oli :we? [ -’ / a? + j A6 (Mox?) +1]
On pose alor®= (kM) */ A.

—0¥ + A/M +k/M s'écrit 10x? [ -0 / wo?+ j 0 (Qux) +1]

Hi=k/M+A | Mjod=k/M (1+jw A / k) = oy [1+ jo A / K]

On pose alorsy = k/ A.

K/IM+ A I Mjw= wx? [1+ jo/ o]

o> =k/M=1,010°/1000=100; 6y = 10 rad s*
w=k/A=1016/4,016=25rad s*
Q= (kM) A=10"/4,016=25
Donner I'expression du module |Z A| en fonction det, oy et Q.
Module deH; : [1+(w/ w)?]™

Module deH, : [(1-(« / wo?)*+(0Y (Qux))?] *

-
e

I

Etude fréquentielle.

-

a ; ] £ :
aﬁ}[%]

d'ou :

On souhaite maintenant étudier 'amplitude desllasicins en fonction de la
vitesse de la voiture.

Pour cela on étudie dofm£& / A| en fonction dew.
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Tracer le diagramme de Bode asymptotique relatif & / A|. Tracer
I'allure de |Z / A|.

Remarque : on pourra tracer au préalable les diages relatifs a |H puis a
|H2|.

G1 =20 log [1+(2/ wy)’]” = 10 log [1+(0/ wn)’]
si wtend vers 0, alors Gend vers 0.

si wtend vers l'infini, alors Gtend vers l'infini. G est équivalent a 20 log
(w/ o).

La pente de I'asymptote est 20 dB par décade.

G, = 20 log [(1-6 / a2+ (Qu))3] * = 10 log[(1-6 / )+
(Qux))?]

si wtend vers 0, alorsGend vers 0.

si wtend vers l'infini, alors gtend vers l'infini. G est équivalent a 40 log
(w/ o).

La pente de I'asymptote est 40 dB par décade.
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e EN I eI I e L EE L E D I E TS

w,, valeur de wpour laquelle 'amplitude est maximale, est de I'ordre de grandeur
de @.

Quelle est la valeur de v correspondant@
w=2mv/L
v =apL/(2m) = 10 *1/6,28 =1,59 m/s ou 1,593*3,6657 km/h.
Calculer I'amplitude des oscillations du véhicule pur w =a,.
Module deH; : [1+(an / w)?] " =[1+(10/25§] % =1,077
Module deH; : [(1-(6x” / wv’)*+(y/ (Quy))] “=[L/Q7]* =1/2,5 =0,4.
module deH; /H, : 1,077/0,4 = 2,69.

amplitude maximale : A*2,69 = 10*2,6926,9 cm

Dans le film « le salaire de la peur », Yves Monthoonduit un camion &
=25 rad §") chargé de nitroglycérine. Il passe sur une tdledulée de
période spatiale 1 m et pour laquelle A=10 cm. Afiigviter I'explosion du
chargement il doit traverser la taule a une vitesa&rieure a 5 km/h ou
supérieure a 50 km/h
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Justifier qualitativement ceci a I'aide des résultés précédent.

D'aprés le graphe ci-dessus, au voisinageydgour une méme valeur du
gain, on trouve deux valeurs de

C'est a dire deux valeurs de la vitesse pour |dsguamplitude des
oscillations risque de conduire a une explosion.

mécanique : station spatiale, référentiel géocentyue,
référentiel lié au satelliteconcours Mines 05

Les vecteurs sont écrits en gras et en bleu.

Une station spatiale est sur une orbite circulair®ur de la Terre.
Son mouvement est étudié dans le référentiel géogea K, d'origine
O considéré comme galiléen. La station est, dahs partie,
assimilée "a un point S de massg kpéré par le rayon vecteur

R=0S.

Enoncer le principe d'inertie en rappelant la défintion d'un
référentiel galiléen

référentielgaliléen: dans ce référentiel le principe d'inertie 5% Ibi
de Newton s'applique " un point matériel pseudd¢eisemeure dans
son état de repos ou de mouvement rectiligne umgtr

Définir le référentiel géocentrique

Le référentiel héliocentrigue pour origine le Soleil et des axes
pointant vers des étoiles lointaines qui paraisBeas.

Le référentiel géocentriguee pour origine le centre de la Terre et des
axes paralléles a ceux du référentiel héliocergriqu

Sur quelle échelle de temps ce référentiel peutétre considéré
comme approximativement galiléer?

Sur des durées trés inférieures a une année gieenéiel géocentrique
peut étre considéré en translation uniforme dan&férentiel
héliocentrique.

Définir le moment cinétiquedo de la station S par rapport a
I'origine O du référentiel.

0o = OM*Mgv = MgR”*v.
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Montrer que ce vecteur forme une constante du mouweent.

Déduire que le mouvement du satellite s'effectue da un plan que
I'on définira a partir de oo.

Nature du mouvement

Le satellite est alors soumis a la force centfalé&SMsM/R? u. U est
un vecteur unitaire

Le référentiel d'étude étant galiléen :

La dérivée par rapport au temps du moment cinétilgugoint
matériel M par rapport au point fixe O est égah@ment, par rappc
a ce point, de la somme vectorielle des forcessagtssur le point
dff.; " =
—=0M~EF

dt

matériel M .

Or OM et F sont colinéaires ; le produit vectorlelM " F est nul ; er
conséguence le moment cinétigugest constant : le mouvement est
plan, perpendiculaire @.

Montrer d'autre part, que le mouvement circulaire du satellite
s'effectue avec un vecteur vitesse angulaiteconstant et dirigé
suivant og .

Le mouvement étant circulaire = w*R. Les vecteurs) etR sont de
plus perpendiculaires.

0o = MRV = MgRM (0'R)= MsR?w.

Op etwsont des vecteurs colinéaires et de méme sgitant un
vecteur constant, il en résulte quest un vecteur constant.

Exprimer & en fonction de
la masse de la Terre, M;,
de la constante de
gravitation universelle,

G et du rayon R

La 2 loi de Newton
appliguée au satellite
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s'écrit ;
Msw’R= GMsM/R?.

w’= GM{/R® ; =
[GM/R*]™

La station spatiale internationale en constructiepuis 1998 est
située a une altitude d’environ 400 km.

Calculer sa période de rotation T
Rayon terrestre moyentR 6400 km ; g=9,8 m g
0o =GM/Ri*; w= 211/T ; R=Rr+h.
d'ot 10 =21/T =[gRA/R* 1% T =21t [R® /(goR+?) |~
R® =(6,8 106)° =3,144 16° m* ; goR*= 9,8%(6,4 16)* =4,014 1&*.

T =6,28(3,144 1%/ 4,014 1*)*; T =5,56 10 .
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La station spatiale est en rotation synchrone audeda Terre ; elle
tourne sur elle-méme avec un vecteur vitesse aingudentique a
celui de son mouvement orbita,

On désigne par K' le référentiel lié a la statioorigine de ce
référentiel est situé au centre de masse, S, statian. L'axe Sx est
dirigé suivanir, I'axe Sz est porté par le moment cinétiqueet I'axe
Sy compléte le triédre orthonorme.

Dans ce référentiel, un corps ponctuel M, de magsest en
mouvement dans le plan Sxy. Il est repéré dansims par le rayon
vecteurmr = SM.

Pourquoi le référentiel K' n'est-il pas galiléen?

K' n'est pas animé diumouvement de translation uniforme par rag
au référentiel géocentrique.

Définir le point coincident a M et donner son accération ag(M) en
fonction der, R et w.

En déduire la force d’inertie d’entrainementf. exercée sur la
masse m dans K'

Si la particule M est animée d'une vitesse v dans'Kguelle force
d'inertie supplémentaire lui est appliquée?

Exprimer cette force en fonction de mwetv.

= —(z)z(f_:+ AEE) Force d'inertie :,f; = _mag = +ma)2(F+R)

&

—

Force de Conolis: j/; =-2many

. —GMmG+R)
TSR - r
Force de gravitation - (r+ R)3

La particule se trouvant dans le voisinage proehmadtation,
I'inégalité r << R sera toujours vérifiee dansuaesdu probleme.
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A l'aide d'un développement limité arrété au premie ordre en
r'/R, montrer que la force d'attraction gravitationn elle qu'exerce
la Terre sur le corps M s'écrit:

F = -mw?(R +r - 3XUy).

ou uy est le vecteur unitaire porté par I'axe Sx ey))sont les
coordonnées dedans K'.

3
(r+R)°= R'3(1+ ij . R'{l—BiJ
R R

¢, -OMmE+R)
R3

(I_BEJ s -mm{l—:iﬂ(f +R) »-ma’ ((f +R) —3xﬁx)

Le corps M est une balle qu'un cosmonaute lanabreation de la
Terre avec la vitesse relative=-vouy (Vo << wR) dans K' depuis
l'origine S de ce référentiel.

Etablir 'équation du mouvement dans K' de la balle sous la form
de deux équations différentielles pour les variabkex et y

Ecrire la deuxieme loi de Newton a la balle dan®férentiel K' :

47 . .
mE:—mmz((HR)— 3;{1@)— ImdAT +me (F+R)=Imersil, - 2mind

Projections sur chaque axe :
mx"= 3mw’x+2moy’ ; X"-2 wy' -3wx =0. (1)
my"=-2muwx' ; y"+2 wx'=0.(2)

Intégrer ces équations, montrer que la trajectoiresuivie est une
ellipse et déterminer sa période de parcours

(2) donne y' = -gx+Cte ; a t=0 y'=0, x=0 d'ou Cte =0

y'=-20x (3); repport dansl
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X"+ @’ =0.
x=Asin (@) +B ; at=0, x=0 donc B=0
X' = Awcos () ; a t= x'=-y d'ou A=-yp /w
X=-Vo /wsin (o).
repport dans3) : y'=2wsin () ; y = -2w/w cos (ut)+ Cte.
a t=0, y=0 soit Cte =20w. y= 2\ /e 1- cos (x)].

Ellipse de centre (0 ; 3Vw) ; demi-grand axe : 3Vw ; demipetit axe
Vo /w ; période T = Hw.

champs électrostatique et magnétostatique d'u
Spire concours Mines 05 et 02

sans calculatrice

Les vecteurs sont écrits en gras et en bleu.

Champ magnétigue crée par un plan

Le plan infini P = (O, X, y) est parcouramun courant électrique constant
densité surfaciquig=j uy. Soit M un point de I'axe (O, z) de cote z.
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Donner, en la justifiant, I'expression vectorielledu champ magnétiqueB
en M.

Le plan Ouy u, , parallele ag est un plan de symétrie des courants: en
conséguence, le champ magnétiguest perpendiculaire a ce plaB =Buy.

Par translation suivant, la distribution de courant est invariante ; par
translation suivanty, la distribution de courant est invariante : dénc
valeur du champ magnétigue ne dépend que de z.

La regle de I'observateur d'Ampere donne le serchdmp magnétique : si
z>0,B est dirigé suivanty ; si z<0,B est dirigé suivanuy.

Appliguer le thoreme d'Ampere a la boucle ci-dessou
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C = =
[, BedC=BAC=pjac /| »

&

D -~ - Az -
|, BeCD=0 | & B
I u
. —
i u, - ST :
- | | BeDG-

D

La circulation deB sur la boucle ACDG vaut : 2B .ACxjAC d'ouB=
V2] .

Montrer que ce champ
présente une discontinuité a |
traversée du plan et vérifier
gue cette discontinuité peut
s'écrire :

AB =B(z=0)-B(z=0) = HojUx.

B(z=0") = Y4lgjuy ; B(z=0) = -
YallojUy ; AB = Yaugjuy + Y4loj Uy
=Hoj Ux

On admet que cette expression de la discontinsittoajours valable a la
traversée d'une membrane portant une densité guéade courant j, méme
si cette membrane n'est pas un plan infini. Onidéns un solénoide idéal,
infini, parcouru par un courant constant d'intengicomportant n spires par
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métre de longueur. On admet que le champ magnétgfurul a I'extérieur
uniforme a l'intérieur de la bobine.

Déduire de I'expression de la discontinuite ci-dess la norme du champ
magnetique a l'intérieur du solénoide, en fonctiome n, p et i.

champ extérieur Bey: =0 ; champ intérieur, uniforme :Buy;
discontinuité a la traversée de la membramgj uy
Bint Ux-Bext =Ho j Ux ; SOit Bnt Ux=Hlo | Ux.

La densité surfacique j est égale a l'intensitéensant une largeur d divisée
par cette méme largeur : j= n i d'oBj; Ux=Ho N i Uy.

Champ électrostatique crée par une spire circulaire.

On donne une spire circulaire de rayon R, de céhtgtaxe Oz. Cette spire
porte une charge positive Q répartie uniformémeat aine densité linéique
de charge\ en C.m".

-
R/
_l})-"
,.-"r
v

2
11
P'.:“
o

Montrer par des arguments de symétrie que, sur I'ag, le champ
électrostatiqueE est porté par l'axe et prend la forme dee=EKk.

k est un vecteur unitaire porte par l'axe Oz.

Tout plan défini par le point M et un diametrelaespire ne modifie par la
distribution de la charge :

E appartient a l'intersection de tous ces planst a'dire qué est porté par
I'axe Oz.

Dans une symétrie par raport au plan contenaite, s devient -z : donc
E(-z) = -E(2).
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EDS{I:E;T: RY+z*dl=Rd8 4??30 I

P

E!E:[ L/{dj}'l[:
¥ ipire 4}?'.5'{: r

—— ———C0S0 = — — 05

]:..- 1 ARd6 I /R
Ve, 1 26,1

E=——cosa=

28, r

7 E_ 1 AR 1
2s, ” 2, (RIJrzz)i’2

Tracer le graphe de la fonction E(z)

i

E

LN
e

N

Champ au voisinage de l'axe

On s'intéresse maintenant au champ électrostadigweisinage de I'axe. C
calcule donc le champ en un point M défini par cesrdonnées cyldriques
(r,0,2).
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Il.:li:(r? Z)

Montrer par des arguments de symétrie tres précigju'en M, le champE
n'a pas de composante orthoradial&g .

Tout plan contenant I'axe Oz ne modifie par larigtion de la charge.

Pour r et z donnés, toute rotation autour de @x@e modifie pas le champ
E : E est indépendant @e

Montrer qu'au voisinage de l'axe, le flux du champE est conservatif.
Que peut-on dire de sa circulation sur un contourdrmé ?

A voisinage de l'axe, il n'y a pas de charge. éotéme de Gauss auit a :

= Le _L:Qi:
r:Ir_HEE ds Ea[ 0

Le champE est a flux conservatif. Le chanipest a circulation conservati
sur un contour fermé.

Calculer le flux de E a travers une surface fermée cylindrique d'axe Oz dont les
bases sont des disques de rayon r petit et de cotés z et z+dz.

E(z+dz)r E(z) v+ 2rrdz E(r,z)=0
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E(r,z)=-Y2r [E(z+dz)-E(2)] / dz =%2r dE(Z) / dz.

Calculer I'expression de E(z,r).

i
: ——.} )= —WJ—R

(Rl+22)3f2 (Rl +ZZ)M 250

£ i
&

1 e
( Rl N Zz)m - ( Rl B Zl)iil

A l'aide d'un logiciel de simulation, on trace ligmes de champ et les
équipotentielles.

Sur la feuille donnée en annexe, préciser les lighee champ avec des
fleches en supposark > 0.

b ! b—__

— /T~
.'z.‘ lignes de champ

AT

%

i

T

»

o
Ko

B

%
N

7

/[

I |

Qu'obtiendrait-on comme allure de lignes de champ grande distance?

La spire est alors équivalente a une charge poietitiée en son centre O
et les lignes de champ sont des droites passaQ.par

Qu'obtiendrait-on comme allure d'équipotentielles agrande distance?
Des sphéres centrées sur O.

Montrer que les lignes de champs sont perpendiculas aux
equipotentielles. Que se passe-t-il au centfe

"équipotentielle” signifie potentiel V constanttsdi/=0 et en conséquence
E.d=0

Le champE est donc orthogonal aux équipotentielles.
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Le champ est nul au centre.

Champ magnétostatique créé par une spire parcourue par un

courant |.

Champ sur l'axe:

.
R/
_l})-"
,.-"r

v

%
1)
P'.__.‘
e,

On donne une spire circulaire de rayon r , de eedird'axe Oz . Cette spire
est parcourue par un courant électrique d'intehsib@stante.

Montrer par des arguments de symétrie que, sur I'ag, le champ
magnétostatiqueB est porté par |'axe et prend la forme deB=BKk.

k est un vecteur unitaire porte par l'axe Oz.
tout plan contenant I'axe de la spire est plantidyanétrie.
systéme invariant par rotation autour de I'aReest porté par I'axe Oz.
La regle de I'observateur d'Ampére donne le serchdmp magnétique.

Calculer le champ magnétostatique créé en un poitdl de I'axe tel que
OM =z . On écrira B(z) = Bf(z/r) ou B =B(O)

I'élément de courant Idl crée en M, le champ élgriee dB,
perpendiculaire a PM, de module :
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_ My Idlsin(8)
dB = 410 PM?

Idl et PM étant perpendiculaire sEl

Par raison de symétrie le champ résultant sera part|’axe horizontal. La
composante utile sera dBcB$E dBsingx)

Pour tous les éléments Idl, 'angieet PM sont les mémes. L'intégration de

dB sur toute la spire donne le module du chamdtegd( sind = rayonr /
PM)

2mr .
Wy Ism':"'j pol . 3
B= JI; y—TTE: dl = o SN (o)

Au centre de la spire=90°et sina =1 d'ouBg =ol/(2r) .
cotana = z/r ; 1+cotafo= 1/sirfa ; sin = 1/(1+cotafn)” =[1+(z/rf] ™
par suiteB=Bg[1+(z/r)?] *

Tracer le graphe représentant les variations de lfonction B(z).

B(z)

LN
// NG

Champ au voisinage de l'axe

On s'intéresse maintenant au champ électromageéigwoisinage de I'ax
On calcule donc le champ en un point M défini pesg doordonnées
cylindriques (r9 , z).
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=5

i M(r,z)

Montrer par des arguments de symétrie tres précigju'en M, le champB
n'a pas de composante orthoradial®g .

tout plan contenant I'axe Oz de la spire est plantidymétrie B appartient
a ce plan, donBg=0.

Pour r et z donnés, le systéme est invariant pation autour de I'axeB ne
dépend pas d&

Compléter sur la feuilleles lignes de champ par des fleches en indique
leur sens, en précisant le sens du courant

p

§

-+

7@%

IS

L
[

Lignes de champ magnetostatique
Qu'obtiendrait-on comme allure de lignes de champ grande distance?

La spire est assimilable a un dipole électromagnéti
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Quelle(s) différence(s) fondamentale(s) a-t-on erdres deux
topographies?

Les lignes de champ électrostatique divergent tir ples charges ; les lign
de champ électromagnétique tournent autour desuotsur

Montrer qu'au voisinage de l'axe, la circulation deB est conservative

Il n'y a pas de courant au voisinage de l'axecirtaulation deB est
conservative.

Que peut-on dire du flux deB a travers une surface fermeé&
Le flux deB est toujours conservatif.
Calculer explicitement B (z, r). B(r,z)=-Yr dB(z) / dz
B=Bo[1+(z/RY]*?; dB(z)/dz = -3z B/r*[1+(z/RY] ">

B(r,z)= 3rz By /(2R?)[1+(z/r)] ™"

facteur de qualité : étude d'un oscillateur amorticoncours Mines
04
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Les vecteurs sont écrits en gras et en bleu.

On considere le dispositif mécanique suivant, ptiats le référentiel R du

laboratoire, supposé galiléen.

Il est composé d’'une bille M, supposée ponctudibemasse m qui glisse
sans frottement sur un axe horizontal. Elle egteel

» a un ressort de raideur k et de longueur a yidadintenu fké a une de st

extrémités a un mur vertical.
* a un dispositif « amortisseur » fixé au méme mur,soumet la bille a une

force de frottement de type fluidé = -hv.
k.l o
R
—\NVVNV PN
I
|
0 M

f==h

On note O, la position de la bille quand le ressstta sa longueur a vide, et
en prenant O comme origine, on repere la posit@Mdgar x= mesure
algébrique de OM.
Faire un bilan des forces et justifier tres brieverant que le systéme n’es
pas conservatif
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A
k1, R
//j -kx i ,qrr
Y
g = —
/] -fV Wi
f=-hv
mg
v

La force de frottement fluide n'est pas consereatikénergie mécanique va
diminuer.

En appliquant le théoréme de I'énergie cinétique & bille, montrer que
la variation de I'énergie mécanique s’écrit sous léorme :

dEq= -hvAdt.
Entre les instants t et t +dt :

Le poids et I'action du support, perpendiculairés\dtesse, ne travaillent
pas. La puissance de ces forces est nulle.

Travail de la force de rappel : -kxdx ; puissandexdx/dt.

Travail de la force de frottement fluide : -fv dwex dx=vdt soit -fédt :
puissance : -f

Théoréme de I'énergie cinétique iE = -kx dx/dt -fi7.

or kX dX = @potentie”e é|astique_- dEp, d'OU . dE/dt + dE}/dt: 'fV2 , d(Ec'l'Ep)/dt =
dEw/dt.

dEy/dt = -fv2,

Appliquer le Principe Fondamental de la Dynamique a la bille
dans R, et montrer que :
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—
' mivy

£ et 0=
\ m -

N [ .
¥+—Li+w,2x=0 avec w, =

h

Sur I'axe des abscisses : -kx- hv Zridt® avec v = dx/dt.
d*/dt® + h/m dx/dt + k/m x = 0
On posaw’ = k/m ; Q= muy/h soit h/m =uy/Q.
d'oul :d*x/dt?+ an/Q dx/dt +un? x =0. (1)

On se place dans le cas du régime pseudo-périodigaesolutions sont de
la forme :

Wy

x(t)=e *¢ Acos(wt + @) avec A et @ des consta

Donner la condition sur Q pour étre dans un tel régne.
Equation caractéristique liée B (
r? + au/Q r +wp? =0. Discriminant = (wy/Q)*4ux’.

Le discriminant est négatif dans le cas du régiseaifo-périodiquenty/Q)*
Auwy? <0 soitQ >0,5

Tracer 'allure de x(t).

+  H(L)

\ pseudo-penodigue

=
-
——
"
-
-
)

L 2
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On se place dans le cas de I'amortissement faible>Q.

Exprimer |AT/To|= |(T-To)/To| en fonction de Q et en déduire que
proche .

w=wo[1-1/(AQ)]*; wo = 21To ; w = 20T ; w o =T/To = [1-1/(4Q)]*;
|(T-To)/Tol = | [1-1/(4G)) -1

Or si Q<<1, [1-1/(4®)]* voisin de 1-1/(8&)] et | [1-1/(43)]”* -1| proche de
1/(8Q)

IAT/T o|= 1/(8Q).

Si Q >>1, alord\Tproche de 0, T proche dgdt w proche dex.

Interprétation énergétique du facteur de gualité Q

On supposav=wy.

Justifier que I'énergie potentielle de M peut s’édre Ep(t) =15kx?(t), puis
expliciter Ep(t).

Travail de la force de rappel : dW= -kx dx

W=k sdx =4k’ iE, =-WiE, =4k’

“ &,
A(t)=A elgfcos(a)[,t +9)iE, = kA e £ Ic-:*.tsl (ot + )

Expliciter E «(t), 'énergie cinétique de M en fonction du temps
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o) Ag 3 7.
—=——¢= cos(@i+0)-Age™ sm(at+
P (@ +0)-Age™ si(af+0)

) 2,2 M, 1
Ec:%_m{%) = @eg {%cos(mﬂtﬂﬂ)Jrsiﬂ(mﬂH(ﬂ))

oo

)
=" =fl—— Q — ]
aﬁ ;E, 2e (zqcos(a)ﬂtﬂﬂ)ﬂm(a)btﬂo))

m

Montrer que I'énergie mécanique Ey(t) est de la forme E(t) = Kiexp(-
Kt) ou I'on exprimera K en fonction de A et k, et Ken fonction deuy

et Q.

;4 1y

E, = kA e cos}‘(a)[,t +¢0)+Te?

2
(%cos(mnt +)+sin(@t+ gp))

@, :
E = VkAZe @ cosl(a)gt +0)+ (i cos(@yt + @)+ sin(@yt + (D)J

orQ>>1E,_ 9

On définit la variation d’énergie mécanique par: AE(t)=|E.(t+T-E(t)].

Montrer que Q = 21Em(t) /AEn(T).
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- .ms]}_ ﬂf dr

—f — — ﬂf
E(t+7)=A"e e 2 =kA'e? e ? B (f)="4kA ¢

oy [ AT 2r

= | AE — o In

AE, =kA%e? e ? -1f—2=¢ ? —Ixl-—-1x—arQ»l
E, (1) 0 0

continuité, discontinuité ; pendule simple, dipol
RLC, nombres complexeSoncours Mines 05

sans calculatrice

Les vecteurs sont écrits en gras et en bleu.

On rappelle qu’'une fonction y=f(x) est une fonctmmtinue en xsi et
seulement si la limite & gauche ede f est égale a la limite a droite et a la
valeur f(>). Dans tout ce sujet, on notera xne valeur de x immédiatement

inférieure & ¥, X0~ une valeur de immédiatement supérieure a x. La
continuité peut donc s’écrire aussi :

f(xo) =f(xo")=Ff(X0).

On rappelle les coordonnées dans la base polareatdteurs positioOM,
vitessev et acceélératioa dans le cas du mouvement circulaire de rayonr :

de _ _ (deY
P=r——1i, a=-r —
(fr i \ (:lillf J

u,

=1

OM =ril,

On considere un mobile ponctuel de masse constastaumis, dans un
référentiel galiléen, a un ensemble de forces sidtantef, partout et
constamment définie dans I'espace et le temps.

En utilisant le principe fondamental de la dynamiqe (ou théoreme du
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centre d’inertie), montrer que, sous cette hypothés la norme du vecteu
vitesse du mobile est une fonction continue du terap

f = mdv/dt
f est "partout et constamment définie" ; donc le execvitesse est une
fonction dérivable par rapport au temps et en aquneséce la vitesse est une

fonction continue.

On étudie un pendule simple modifié, présenté sur la figure ci-dessous.

*
2Ly
i M{m) -
[: :O)r ?0:[:] Iit_tl}r E}'J-:U ( =
1 ephase 2ephase

Un mobile ponctuel M de masse m, est accroch&iadhaité d'un fil
inextensible de longueur L et de masse negligedbid, I'autre extrémité e
fixe en O. On néglige tout frottement et on regémelinaisond du brin de
fil soutenant M par rapport a la verticale. Lors§e@, le systeme se
comporte comme un pendule simple de centre O ketndeieur de fil L. A le
verticale et en dessous de O, un clou est plan@ amec OO'=L/3, qui
bloquera la partie haute du fil vers la gaucheangi®<O, le systéme se
comporte donc comme un pendule simple de cente¢ @ longueur de fil
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2L/3. A la date t=0, on abandonne sans vitessialmie mobile M en
donnant au fil une inclinaison initiaG>0.

On note 1 la date de la premiere rencontre du fil avecde ct la date de
premiére annulation de la vitesse du mobile @@. L'intervalle de dates
[0,t1] est nommé premiere phase du mouvement, l'interita] t;] est
nommeé deuxieme phase. A la datenhmédiatement inférieure a te fil n'a
pas encore touché le clou et a la datatmédiatement supérieure, le fil
vient de toucher le clou.

Etablir I'équation différentielle vérifiée par 0 pour la premiére phase dt
mouvement

Suru; : -T +mg co$ = -mL(de/dt)>.
Surug : -mg sin® = mL of6/de.
d'oul I'équation différentielled’0/dt? + g/L sin 8 =0.
Dans I'hypothése des petites oscillations, on suggpque sindproche ded.

Reconnaitre I'équation différentielle d'un certaintype d'oscillateur et en
déduire, sans résoudre I'équation, la duréét, de la premiére phase du
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mouvemen.
oscillateur harmoniqued”6/dt® + g/L 6 =0.
oo’ = g/L ; période T = Hwo=21t [L/g] ~.

La premiere phase du mouvement correspond a unralEmsoit & un quart
de période &t, = 0,5t [L/g]

En utilisant le théoreme de I'énergie mécanique, dérminer la vitesse de
M a la date t;".

L'énergie mécanique initiale est sous forme patdatde pesanteur. On
choisi l'origine de cette énergie au point le gdas de la trajectoire de M.

Em(0)= mgL(1- co8y).
L'énergie mécanique a la datedst sous forme cinétique i ;" )= ¥2mv 2.

La tensionT, perpendiculaire a la vitesgene travaille pas ; le poids est
force conservative :donc, I'énergie mécanique ssawe.

mgL(1- co$o) = omv? ; v =[ 2gL(1- cofy)]”.
En déduire la vitesse angulairaey,” =d6/dt a cette date

@ = v /L = [ 2g/L(1- cofy)]”.

Le blocage de la partie superieure du fil par le

clou ne s'accompagne d'aucun transfert

énergétique.Déterminer la vitesse v de M a la

datet,".

La valeur ( norme) du vecteur vitesse est
une fonction continuev’ =V,

En déduire la vitesse anqulairey™
=d@/dt a cette date

o, =Vv' / longueur du fil.

Or la longueur du fil est égale a 2L/3 d'ou :

o =3V /(2L) =-[ 99/(2L) (1- co®)]”.
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Donner sans calcul la duréét; de la deuxieme phase
hypothése petites oscillations ; la période devient : Zre[2L/(3g)]".
La seconde phase du mouvement correspond a unadlemsoit a un quart
de période &t = 0,51[2L/(39)]™
Déterminer I'expression de I'angled, a la date t.
Ecrire la conservation de I'énergie mécanique : (hgto$o) = ¥amv? =mg
2L/3(1- co$,)
1- co$p = 2/3(1- c08,) ; 1/3-co$, = -2/3c0$, ; coDb, = 1,5c08,-0,5.
Décrire brievement la suite du mouvement de ce syshe et donner
I'expression de sa période T
at>t, lependule rebrousse chemin ; il repasse a la pogitéxuilibre ave
la méme vitesse qu'a l'aller ; il atteindra endippbsition0=06, et on
retrouvera la phase n°1, puis la phase n°2.
période T = 28t,+3t,) =m[L/g] “+m[2L/(39)]™
Dresser l'allure du portrait de phase, dans le sysime d’axes @ ; do/dt).
Conclure.
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16
et

dlipse

\ [/}

La modification brutale de la longueur du fil, exitre une discontinuité de
vitesse angulaire

Electricité

Un circuit électrique comprend un résistor de tésise R, une bobine
d’'inductance L et un condensateur de capacitéu@esaconstantes.

Expliquer pourquoi la tension aux bornes du condereteur et I'intensité
du courant traversant la bobine sont des fonctionsontinues du temps

L'énergie électriqgue stockée dans un condensaséune fonction continue.

Or Ec= %:CUc ; C étant une constante, alorsest une fonction continue du
temps.

L'énergie électromagnétique stockée dans une batdoetive est une
fonction continue.

Or E = %Li%; L étant une constante, aloesst une fonction continue du
temps.

On considere le circuit de la figure ci-dessous, alimenté par un générateur de
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tension alternative sinusoidale du type e(t) =E cos (wt) et on s'interésse au régime
sinusoidal forcé.

|

Etablir I'expression de la fonction de transfert canplexe en boucle
ouverte de ce circuit assimilé a un quadripdleH=u/e

Admittance complexe de I'ensemble R G, =Y1/R+jCw=(1+jRCw )/R
Impédance complexe correspondante=RZ(1+jRCw)

Impédance complexe du dipdle RLG L.w +Z;

H=2/Z
R L
T
T R S S
= i - il ] i - 7 -Lﬂ'.}_ = i .l
P R+ Lo+ RCA) ;o0 kO (1-L0m1}‘+|@
14 jRCo R \R )

En déduire la relation entre les grandeurs réelles(t) et u(t) et et leurs
eventuelles dérivées temporelles

e=Uu[1+LC (jw)* +L/R jo]

La dérivée premiére par rapport au temps correspdadnultiplication par
jo.
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La dérivée seconde par rapport au temps corresptachultiplication par

(>
d'otie(t) =u(t) + L/R du(t)/dt +LC d?u(t)/dt>.

On considere maintenant le circuit de la figure ci-dessous, alimenté par un
générateur d’échelon de tension dont la tension est :

e(t)=0 pour t<0 et e(t)=E pour t>0.

i1
/ L
~
i L

T_. . :

iy iy
AN I A
u UC

A la date ¢ , toutes les grandeurs électriques sont nullesugsruc=0 et
iL=ir=ic=0. On admettra pour la suite de cette partie guersion aux
bornes du condensateur vérifie 'équation difféiedia :

e(t) =u.+ L/R dudt +LC d?u./dt?.
Montrer que le type de régime dépend de la valeuralla résistance R,
compareée a celle d'une résistance critique/dont on donnera

I'expression

L’'observation d’oscillations amorties a-t-elle lieupour R>R¢ ou pour
R<Rc ? Interpréter physiquement.

équation caractéristique associéaia+ L/R du.dt +LC d?u./dt*=0

LC P’ +L/R r +1 =0 ;A= (L/IR)*-4LC
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Le discriminant est nul si R prend la valéu=2(L/C)".
Si R<R., alorsA>0, régime apériodique.
Si R>R., alorsA<0, régime pseudopériodique ( amortissement).

Pour de grande valeur de R, l'intensit@st tres faible et le circuit se
comporte comme un dipdle LC.

Donner en les justifiant les valeurs des six grandes électriques y, Ug,
Uc, iL, ir et ic & la date ¢".

uc =q/C=0, le condensateur ne se charge pas inséanéan.
Ur=Uc=R ig =0 : donc &=0.
uctu,= E ; u=0 par suite u= E.
Continuité de l'intensité i: i (to) = i (to’) =0

additivité des intensités ( loi des noeuds¥:ig+ ic =0 ; ik=0 donc ¢ =0

On considére un condensateur plan formé de degu@dade surface tres
grande, séparées par une tranche de vide d’épass@s petite. On suppc

gue cette épaisseur diminue brusquement de e &e'=%
Quelles sont dans ce cas les grandeurs électrigyeapacité, charge,
tension, énergie électrique) encore continues etipquels coefficients
respectifs sont multipliées les autre®

Justifier quantitativement et interpréter physiquement les réponses

La capacité est inversement proportionnelle aikSpar e : si e est divisée
par 2, alors la capacité C double.

La charge du condensateur ne se fait pas instantané la charge q est u
grandeur continue.

Or uc=q/C ; si C double alorsclest divisée par deux. ( discontinuité @g.u

Energie stockée par le condensateur ?A% ¢C double et la charge g est
constante, donc I'énergie est divisée par deuscdtinuité de I'énergie)

La diminution de I'énergie est due au travail pbdé la force électrique
attractive existant entre les plaques lors de lapprochement.
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enseignement ; concours CAPLP externe 2006 : gtiavitat
satellite
L’interaction de gravitation est I'une des quatreractions fondamentales
de la physique. Elle fut introduite en 1687 poueipréter le mouvement

des planetes, le mouvement de la Lune et le mouvietles corps dans le
voisinage de la Terre.

Loi de la gravitation universelleNewton est a l'origine de cette loi )

Deux corps A et B de masses respectiveetmy séparés d'une distance
d=AB exercent I'un sur l'autre des forces oppoaéesctives, importantes
dans l'infiniment grand, négligeables dans l'imfiant petit.

Fyp =G ap? *° F. g
a_w’
w i toujours attractives

Les trois autres interactions fondamentales dénaiBue sont l'interaction
électromagnétique, l'interaction forte, l'interantfaible.

L'interaction électromagnétique et l'interactiorté@xistent a I'échelle d’u
noyau atomique.

Etude du mouvement d’un satellite artificiel autderla Terre

Le satellite de masse m, assimilable a un poinént est en orbite
circulaire autour de la Terre a une altitude h.sOppose que la Terre, de
rayon R et de masse M, a une répartition de masgmaétrie sphérique.

Référentiel géocentrique

Le référentiel géocentrique a pour origine le aedt la Terre et des axes
paralleles a ceux du référentiel héliocentriqueré@érentiel peut étre
considéré comme galiléen pour des durées de queihguneites.

Montrons que la trajectoire circulaire impligue mouvement uniforme

Le satellite n'est soumis qu'a la force de grawitatentripéete ; cette force
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est a chaque instant perpendiculaire a la vitesse eonséquence sa
puissance est nulle. L'énergie cinétique du stealk varie pas : donc la
valeur de la vitesse est constante ( mouvemenbumng).

Expression de la vitesse v et la période T de &glisa en fonction de G, M,
R, h:

le satellite est soumis a la seule force de graettaentripete exercée pal
planéte

v . GM
"TR+h) . R+

et

M : masse (kg) de la planéte ; m : masse du datéig) ; R (m) rayon
planéte ; h (m) altitude depuis le sol

suivant I'axen la seconde loi de Newton s'écrit : GMm /(R+h)2 am
mv2/ (R+h)

d'ou la valeur de la vitesse (m/g§:=GM / (R+h) indépendante de la
masse du satellite

Le satellite S.P.O.T. (Satellite sPécialisé da@bservation de la Terre),
lancé en 1986, évolue a I'altitude h = 832 km.

La période de révolutioil du satellite (seconde) est le temps mis par le
satellite pour faire un tour et ce d'un mouvemerifioume.

21 (R+h) =vT
élever au carré, puis remplacer v2 par l'expressioessus.
412 (R+h) 2 =v2 T2 = GM/ (R+h) T2
ou T2 =42 /(GM)(R+h}’.

soit T2 /(R+h)’ = 4r2 / (GM) rapport constant pour une planéte
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donnée.(8™ loi de Kepler)
distance en métre, période en seconde, masse en kg.

T?=412(R+h)’/(GM) avec R= 6,38 10m ; h= 8,32 10m ; G= 6,67 10’ m°
kg's?: M=5,98 16*kg.

T?= 4*3,14*(6,38 10+8,32 16)*/ (6,67 10*5,98 10%) =3,71 10 & ; T=
6,09 1G s

Cette valeur étant difféerente du jour sidéral86164s, SPOT n'est pas
géostationnaire

Pour « établir » cette loi, Képler s’appuya surdbservations faites par u
autre personne : Tycho Brahe.

Vitesse d’'évasion d’'un satellite

Les vecteurs sont écrits en bleu et en gras
La force exercée par la Terre sur le satelliterbitecirculaire est une for
centrale qui dérive d'une énergie potentieljedinsi on a F = -dEp/dre,
ou

e représente le vecteur unitaire radial et r le nage I'orbite ciculaire.

Expression de I'énergie potentiellg du satellite en fonctiode G, M, m et
r (on adoptera comme origine de I'’énergie potdetigtlle pour r infini).

Expression vectorielle du champ de fof@@ auquel est soumis le satellite

Le satellite n'est soumis qu'a la force de grawitaittractive exercée par la
Terre. La direction de cette force passe toujoardgpoint O, centre de la
Terre : il s'agit donc d'un champ de forces ceasral

f(r) = GMm/F(-e)

Montrons que la forcéqui s'exerce sur le satellite S dérive d'une éaerg
potentielle de gravitatiok,.

Le travail de la forcé(r) ne dépend que des positions initiale et fifjgdeu
importe le chemin suivi) : la force est conservativ

On peut associer a cette force, une fonction seatai énergie potentielle
notée K(r), définie a une constante pres ; la variatiofi@ergie potentiell
entre les points A et B est égale a I'opposéealailrde la forcEr) entre
ces points.
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w_;__m(f‘j{ fd?=ﬁ -GMm %={%E=G}ﬁn[i—i]=—ﬁEp=Ep(A)—E:

Iy Iy

En prenant B situé a l'infini ( par convention eeihergie potentielle est
nulle a linfini), il vient :E, = -GMm/r.

Pour éloigner deux masses l'une de l'autre, ilédaatcer un travail moteur,
opposé au travail de farce de gravitation donc égal a la variation d'gie
potentielle :

AEp >0 ; B fin - Epinitiar >0 ; Or B in tend vers zéro dong itial <O

I'énergie potentielle de gravitation est donc negajuelle que soit la
distance r finie

Le signe négatif dans le terme d'énergie poteatiediduit le fait que cellet
augmente si R croit.

Expression de la vitesse d’évasi@itesse de libération) du satellite pour
laquelle I'énergie mécanique E s’annule.

Expression de I'énergie mécanidtig de ce satellite dans le référentiel
géocentrique avant son lancement :

I'énergie potentielle vaut,E -GMm/R ; I'énergie cinétique communiquée
par la Terre vaut : & ¥2mV avec v = 463 m/s

I'énergie mécanique vaut ;d&= -GMm/R + Yamy,?

L'énergie mécanique & une distance infinie eserdilt : Yamp? =
GMmM/R

Vii® = 2MGIR : \ip =[2MG/R]*.

Calcul de cette vitesse d’évasipaur un corps quelconque se situant a la
surface de la Terre :

Vi, =[2*5,98 13*6,67 10/ 6,38 16)"=11,2 km/s

L’énergie cinétique moyenne d’agitation des molésule I'atmospheéere
terrestre est de I'ordre de £ 1,5 kT, ou k est la constante de Boltzmann et
T la température absolue de I'atmosphere.

Calcul de cette énergie cinétique d’agitation poue température absolue
de300K : k=1,38 18°J K.
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E.=1,5kT=1,5*1,38 16° *300 = 6,21 16" J.

Comparaison a I'énergie cinétique d’'une moléculdidgygene qui
s’évaderait de la surface terrestre.

masse d'une molécule de dioxygéne : m = 0,032+ §,032 / 6,02 14 =
5,32 10°° kg

E. = ¥amvi,? = 0,5*5,32 10°° *(11,2 10)* = 3,33 10'® J.

conclusion : la molécule de dioxygéne ne peut paslidérée de I'attractic
terrestre ; cette molécule reste au voisinage deflee.

Paradoxe !

Expression I'énergie mécanique E d’un satellit®dite terrestre en
fonctionde G, M, metr : (r= R+h)

E= E+E. = ¥amV - GMm/r
or V= GM/r d'oui E= - 2GMm/r

Relation entre E etE E=-E ; relationentre EetE E =% E.

Allure des courbesE E, , E en fonction de r :

ENnergie

Un satellite d’'observation évolue sur une orbiteunire trés basse (h =
180 km), ce qui permet de discerner des détailsvifen un metre sur la
Terre. Par suite des collisions avec les moléalgd&ir des couches

supérieures de I'atmosphére, le satellitesesimis a une force de frottem

f de norme f8mv?/ h oul h représente I'altitude, m la masse duliatel se
vitesse et B une constante valarit 0.

L'énergie mécanique du satellite freiné par I'atphese diminue du travalil
def.

Or E= -E=-¥2mV*; si E diminue alors la vitesse du satellite augigen

Or E=-Y2E, = -¥2amGM/r ; si E diminue alors la distance r dioen
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Expression approchée de la variattdndu satellite aprés une révolution

D'une part E= - ¥sSmGM/r d'afd E= ¥smGM/f Ar.
D'autre parfA E= travail de la force de frottement de valeusrfw?/ h
Travail de cette force durant un tourr¢R: -Bmv>2rr / h
Par suite : amGM#AAr = -Bmv2 21T / h ; .GMIF Ar =-Bv? 21T / h
Or V2 = GM/r d'oli 1/(2r)Ar =- B2 / h ; Ar = —4B 1%/ h.

AN : Ar = -4 10*3,14 * (6,38 16 +1,8 16)*/ 1,8 1§ =30 m

CAPES physigue chimi@iapres concours 20pha

résonance paramétrique

Depuis des siecles, en la cathédrale de St Jadguéempostelle, un trés

gros encensoir d'une cinquantaine de kilogramma®elté a une corde

d'une vingtaine de metres, est mis en oscillatiest manipulé par huit

hommes et atteint une amplitude de 80 °. On seog®de modéliser le
comportement de ce systeme.

On considere un pendt
simple de longueur
O variablef(t), réalisé a
(2 N l'aide d'un fil
inextensibleMON
coulissant a travers d'un
anneau en O. Son
B extrémité N est animée
d'un mouvement
sinusoidal de faible
amplitude de sorte que :

M OM(t) = €(t)=to(1+e
cosQt)) avece <<1.

On agit ansi
périodiquement sur la
longueur OM du
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pendule

. Donner I'expression du moment cinétique du penpaitegapport a

0.

- En appliquant le théoréme du moment cinétiquahligtl'équation
différentielle du mouvement.

- Montrer qu'en se limitant aux termes du secondegelren posal

wo>=g/ €, on obtient I'équation :

d[ f[[dej] +m“e,,ﬁ]—a[m os0 B[de)” o s Qt)[[dej] ]

dt dt

. Par une approche énergétique on peut détermimentdition de

résonance. Un solution approchée de I'élongatignlaine6(t)
peut se mettre sous la form@(t) =A(t) cos (xt+d). La variation
de A(t) avec le temps étant faible, on peut éatkadt<<wpA/(21)
On suppose de plus que I'énergie mécanique E@sbppionnelle
au carré A de l'amplitude A.

- Dans ces conditions montrer que I'on peut écrire

E & AE ¢ 262 sin( € 1) {Yaey +Q)sin((2 cog +Q 1t +2¢) (Vo —C in((2

- On se propose de calculer la moyenne de 1/E dE/dt

Calculer la moyenne du second membre de I'équdton les deux
cas suivantsQ différent de 2y ; Q = 2wy ; montrer que dans ce
deuxiéme cas |'énergie croit exponentiellem@ueit le phénemene

de #ésonance paramétiique.
corrigé

Expression du moment cinétigue du pendule par ragp0:
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Go(M)=m OMAV=m/&: "vEz=m/& N/

M,(T)=/e. ATé.=0

M, (mg)={&. nmg={&, Anmg(cos

o

(1) : j'exprime le moment cinétique
La masse m est soumise a deux forces : la tensidihet son poids :

(2) Le moment, par rapport a O, de la tension elst cette force rencont
le point O.

(3) : j'exprime le moment en O du poids.
(4) : japplique le théoreme du moment cinétique

En appliquant le théoréme du moment cinétiquahlét I'éguation
différentielle du mouvement

(4) donne I'équation différentielle vérifiée panigled(t) en fonction du
temps 8"+ 22'/€06'+ g ksinb =0.

or €(t)=Co(1+€ cosQt)) avece <<1 ;€' = - €y Q sin(Qt)
ore <<1 d'ou 1€ = 1/¢(1+e cosQt))) proche de : (E-cosQt))/ty
d'ou:8" -2 € Q sin(Qt)(1-€ cosQt)) 6 '+ g £ (1€ cosQt)) sinB = 0.

pour les petites oscillatiorfsproche sirf ; et en posarty?=g/ &, on
obtient I'équation :

0" + w0 - (1€ cosQt)) [ 2€ Q sin(Qt) B ]- wy’ 6 € cosQt) = 0.

Développer en négligeant le termesén®" + ay? 0 -2€ Q sin(Qt) 6 -
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wo’e0 cosQt)=0
8" + wy® 0 = €[2Q sin(Qt) 6" + w8 cosQt)]

en multipliant chaque terme p&it: 0" 8" +uw? 0 8 ' = €[2Q sin(Qt) 62 +
w20 6 ' cosQ)]

Ore" 0"+ uy’ 606" =d/dt[¥B *+ Va6

1 19: i | :

d'ou :

Par une approche énergétique on peut détermicentdition de résonance

Un solution approchée de I'élongation angul@{te peut se mettre sous la
forme :0(t) =A(t) cos (t+9).

0" = -Awpsin (ot+d) + A’ cos (wt+).

La variation de A(t) avec le temps étant faible pent écrire
dA/dt<<upA/(21) : d'ouB ' = -Awgsin (pt+d)

repport dans [ B+ Va7 :
LoA200°Sin? (bot+4) +¥2A%0°coS (oxt+() = YoAZun?

par suite d/dt [ 8 %+ Ya’6?] = Yau’dA%/dt =€[2Q sin(Qt) 8 2 + w0
0' cosQt)]

avech =A(t) cos (ut+¢) etd ' = -Awgsin (ot+¢) , d'ou :

Youy?dA%/dt = €[2A%w?Q sin(Qt) sirf (wot+$) - o A? cos (t+¢)sin
(axot+d) cosQt)]

or cos (ut+d)sin (xt+d) = ¥2 sin (2t+29) et 2sif (wot+$)= 1-cos
(2uxt+29)

par suite Yun’dA%dt = YeA%0,* [2Q sin(Qt)(1-cos (2t+20)) - vy sin
(2upt+2¢)cosQt)]

de plus : simQt)cos (2xt+2¢) = Y2[SINQt+20t+2¢ )+ SinQt-2unt-2¢ )]

et sin (2pt+2¢)cosQt) = Y2[sinQt+20pt+2¢ )+ sin(2ut+2¢—Qt )]
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en conséquence &¢dA%/dt = Y2eA%0? [2Qsin(Qt) —Q(sin(Qt+2ugt+2¢
)—Q( sin@Qt-20xt-2¢ ))-¥2 wp(Sin(Qt+20t+2¢ )+ sin(2uwt+20—Qt ))]

or sin(2xt+2¢—Qt ) = -sinQt-2wnt-2¢ )

Va2 dAZ/dt = Y2eA20p? [2Q( sin(@Qt)-( Y2 wo+Q) sin@Qt+2upt+26 )- ( ¥z
wo-Q)siN(Qt-2uxt-2¢ )]

dA%/dt = A% [2Q( sin(Qt)-( Y2 wo+Q) Sin@Qt+2ut+29 )- ( Y2uwp-Q)sin(Qt-
20xt-29 )]

On suppose de plus gue I'énergie mécanique E@sbipionnelle au carré
A? de 'amplitude A.

E= kA? avec k une constante ; dét= 2EdE/dt = kdA/dt

2EdE/dt =¢ E2[2Q( sin(Qt)-( ¥2 x+Q) Sin@Qt+20xt+20 )- ( Y2 0p-
Q)sin(Qt-2unt-2¢ )]

soit :

%%ﬂ 22 sin( @ 1) {(Vocy +Q2 ) sin((2 cop +Q )t +2 ) —{Vacy Q2 Bin((2 g —Q

Calcul de la moyenne de 1/E dE/dt

Q différent de2uwy :

la moyenne d'une fonction sinus est nulle : dEtthebe ; I'énergie
meécanique de l'oscillateur est constante.

Q égal a2uy :
1/EdE/dt = [2Q( sin(Qt)- 2,5 wyp Sin(duxnt+2¢ )]
<sin(Qt)> = 0 ; <sin(4wt+2¢ )>= sin (2p)
<1/EdE/dt>= 2,5 wysin (2h)= = constante
<dE/dt>=B <E> ; solution du type : <E> F'e

L'énergie croit exponentiellemeitest le phénamene de nésenance
paramétrique.
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CAPES physique chimigiapres concours 20p&tude d'ui
pendule simple

On consideére le mouvement d'un pendule simpl@sgille dans un milieu
ou les forces de frottement sont inexistantes.

Le pendule est constitué

O d'un objet ponctuel M ¢
. (\ ¥ masse rp,_apcroche par
I'intermédiaire d'un fil

rigide au point O fixe.
On suppose le fil rigide
g sans masse. L'ensemble
est plongé dans le chal
de pesanteur terrestre
uniforme. On écarte le
g fil de sa position
D m d'équilibre d'un angle
B(t=0) =6, et on le lach
X sans vitesse initiale.

OM=¢=1,0 m
Oscillations de faible amplitude

1. Enoncer le théoreme du moment cinétique applique @oint

matériel.

Montrer que la trajectoire du point M est plane.

3. Etablir I'équation différentielle vérifiée par lgle 8(t) en fonction
du temps. Donner I'expression de la pulsatigu mouvement.

4. On mesure pour 20 périodes une durée de 40,12dédknre la
valeur de g.

N

Cas général

On se place dans le cas d'oscillations d'ampliplale importante. On
désigne par &I'énergie mécaniqueEénergie potentielle et.EEénergie
cinétique du pendule.

1. Donner les expressions des énergies cinétiquetentpele en
fonction de m, g€ , 8 et dB/dt. On prend l'origine de I'énergie

potentielle pouB = 0.
2. En déduire que I'équation de la trajectoire dandde de phase du

point P de coordonéds(t) et y = 14nd6/dt peut se mettre sous la
forme :

y? + 2(1-co$) = 2E,/ (mg).
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L'allure générale du portrait de phase de cettatémuest donnée ci-
dessous :

Yin

- Quelles sont les trajectoires de phase correspuradgz<2md. ?

- A quelle situation correspondent les points A ?

- Quelles sont les courbes correspondant : - aauvement oscillatoire
périodique autour d'une position d'équilibre stableA un mouvement de
révolution.

corrige

Oscillations de faible amplitude

Enoncé du théoreme du moment cinétigue appliquégbint matériel

Le référentiel d'étude étant galiléen :

La dérivée par rapport au temps du moment cinétilgugoint matériel M
par rapport au point fixe O est égal au momentyagport a ce point, de
somme vectorielle des forces agissant sur le poatériel M .

45,
dt

—OM AZF

La masse m est soumise a deux forces : la tensidihet son poids.
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¥
Go(M)=m OMAT=m/&: \vE;=m/E: A/
M(T )=£& AT&=0
75 4 _— _
M, (mg)=Le. nmg=Fe; nmg(cos
dG,(M - N
%Zﬂlf* 0 ez=—mg{sinb e;
(1) : jexprime le moment cinétique
(2) Le moment, par rapport a O, de la tension elst cette force rencont
le point O.
(3) : jexprime le moment en O du poids.
(4) : japplique le théoreme du moment cinétique
(4) montre que la trajectoire du point M est plasedyi de la figure.
(4) donne I'équation différentielle vérifiée panigled(t) en fonction du
temps 0"+ glsin6=0
Dans le cas des faibles amplitudes angulaireseanhgonfondre sif et
I'angleB® exprimé en radian.
Dou:0"+glkb6=0
Expression de la pulsatiam du mouvement oy = (gk)”.
valeur de g
On mesure pour 20 périodes une durée de 40,12-s40,12 / 20 = 2,006
S
Or uy = 21T =6,28 / 2,006 = 3,13 rad/s. @€ =9,80 m &.
Cas général
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On se place dans le cas d'oscillations d'ampliphge importante. On
désigne par El'énergie mécaniqueyEénergie potentielle et.Eénergie
cinétique du pendule.

Expressions des énergies cinétigue et potentielferectionde m, g£ , 6
et d/dt =0". On prend l'origine de I'énergie potentielle pdur 0.

E. = YamV = 4m¢o )%

Ep, = mg(1-co$)
Em= om0 )* + mg(1-coH)

Equation de la trajectoire dans le plan de phagsotht P de coordonées
B (t) et y = 1topdO/dt :

Em= M [ €0 ?+g (1-co$)] ; 2E./( M )=€ 8 *+2g (1-co®)
2E./(mge) =£/g 6 '?+2 (1-co$)
or wy = (k)" ; 2E/( mge) = (8 /ux ) *+2 (1-co$)
y* + 2(1-co8) = 2B/ (m).

L'allure générale du portrait de phase de cettatémuest donnée ci-
dessous :
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Les trajectoires de phase 7 et 8 correspondapkarad.
Les points A correspondent a un équilibre instable.
Les courbes 7 et 8 correspondent a un mouvemeitittisce périodique
autour d'une position d'équilibre stable.

Les courbes 1 a 4 correspondent a un mouvemegivdiition.

Pendule excitéforce d'inerti€ concours Ena}

Un pendule de longueur L est attaché a un poifix®' Soit g =9,8 m/s?
I'accélération de la pesanteur ; on pose(g/L)”.

1. Calculer L sachant que la période des oscillati@ng T= 1s

2. O'se déplace maintenant sur une droite horizaritadbscisse de

O' sur la droite est nulle si le pendule est veltiasi , t>0,

I'abscisse de O' sur la droite vaut : x7(k-cosfut)) . Montrer que

si t>0, I'angled formé par le pendule avec la verticale obéia :

+ 0 SiNB = -Xm WL coPH cos ().

Détermine® en supposant que cet angle reste petit.

4. On donne ci-dessous le graphe de cat3{@os(5/6 2t). Comment
est le graphe dé(t) si w/wy=5/6 en supposant q@eeste petit ?
Quelle condition qualitative doit vérifierypour qu'il soit correct
? Expliquer pourquoi le pendule semble s’arréteiop@uement
et justifier la période de ces arréts.

w
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27
1]
0]
] t :
-1
corrigé
période T= 2Wwo= 2r(L/g)" d'otl L= Tg/(4rf) = 1*9,8 / (4*3,142)=0,248
m.

O est fixe. On choisit un référentiel en transiagar rapport au
référentiel terrestre. Dans ce référentiel, le péndst soumis a son poi
a la tension du fil et a la force d'inertie d'eimesment. Ecrire la relation
fondamentale de la dynamique :

(D)

mdgi+m*+T—mE‘E
Joz TmettT

en projection surll

-mx"cos6 —mg sin 6=n

avec X= ,(1-cosfut) )et X" = w’Xm COS(ut)
d'otl :—0’Xm cosgut) cos -g sind = Le"

diviser par L et remplacer g/L pafo : —6*Xm / L cosgt) cos -w’o sin®
=0"

0" + Wy SiNB = Xy /L coH cos ().
si I'angle est petit : siB =0 et cosb = 1.
0" + o’ B = Xy WF/L cos () (1)
la solution de cette équation différentielle estdanme de :

la solution générale de I'‘équation sans second mednb wx,” 6 =0, c'es!
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a dire :0 = A cos(xot) + B sin (uot)
d'une solution particuliére de I'équation compléde= C cos(ut)
Pour déterminer C, on reppofiet8 " = -o’Ccoséat) dans {) :
-w’Ccosat) + wy’C cosfit) = -Xm w’/L cos (i)
d'ot C= %, w/(L(0*-uwx?))

La solution générale esB:= A cos@t) + B sin foot) + xm w’/(L( 0
ax’))cos )

Déterminer A et B par les conditions initiale® (0)=0 et6'(0)=0 (la
vitesse initiale de O' étant nulle, la vitesseahitdu solide m est nulle)

0 (0)=0 donne : A+ % w’/(L(w*-x?) = 0 soit A = -¥, &/(L(w™ux?))
0'= -Awy Sin(wot) + B tuc0os t) - Xm w/(L(0-wn?))sin(o)
0'(0) =-Buy = 0 soit B=0

0 = X W/(L(0’-wx?))[ cost)- cost) ]

W wo=5/6 d'oU = Xy /(L(1-(6/5Y))[ cos(5/Gut)- costxt) ]
de plusuwy = (g/L)* = (9,8/0,248F = 6,28 = 2rtrad/s
0 = xm /(L(1-(6/5))))[ cos(5/62mt)- cos(2t) |

le graphe d@ est donc semblable a celui de caog)(xos(5/6 2t) a un
changement d'échelle verticale pres.

0 doit rester petit soitxw?/(L(w*-uy?)) <<1 ou bien ¥<< L|(«-oo?) |/ o

Le pendule s'arréte lorsque aof cos(ut) = 0 soitwt - wpt = 2kt ( k
entier)

t = 2kiv |w - wy| avecw= 5/6uy = 5/6* 6,28 = 5,23 rad/s|e - wy|=6,28-
5,23 = 1,05 rad/s

d'ou la période des arréts : T= 2*3,14/1,05 <
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Oscillations d'un point matériel sur

un guide parabolique

Un mobile P de petites dimensions, de masse nas&sint a se déplacer
sans frotement, dans le plan xOy a l'intérieumdjuide parabolique
d'équation y = %(2p). p constante positive.

A la date t=0, le point P se trouve en A d'absqgsgmssédant la vitessg v
tangente a I'arc de parabole. Le mobile est soaratn poids et a l'action
du support N, perpendiculaire a la vitesse endiates de frottement.

1. Déterminer x” ( x' = dx/dt, composante horizontale de la vitesse) en
fonction de la seule variable x.

2. Déterminer l'altitude maximale y, atteinte par le mobile ( O symbolise le
sol).
- En déduire la composante horizontale x" de I'accélération en fonction de
la seule variable x.
- Méme question pour la composante verticale y".

3. Déterminer en fonction de la seule variable x, les composantes
horizontale N, et verticale N, de I'action du support.
- Le mobile peut-il rester sur son support ?

corrigé

Seul le poids travaille ( N est perpendiculaire a la vitesse) et en conséquence
I'énergie mécanique du mobile P est constante.

en A : Bnsca= ¥2m\y® + mgy avec y0 = p/ (2p) = ¥p.
Emeca= Y2mw” +¥2mgp

en un point M (X,y) : Reca= ¥2mV + mgy avec y =%/ (2p)
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Emeca= YoMV + mgxX/(2p)
omw? +¥2mgp = ¥2m&+ mgx¥/(2p)
Vo+gp =V + g¥/p soitv® = vo?+gp -gxX/p (1).

D'autre part en dérivant y par rapport au tempsgtune fonction du
temps) :

y =x%/ (2p) donne y' = 2x X' / (2p) = x x'Ip sgit = x* x? | ¥ (2)
vitesse v : ¥= x% + y4
Vortgp -gX/p = X2+ X x? | pf=x? [ 1+¢ | p°]
en mulipliant par p: X = [pVo*+gp° -gpxX] / [ p° +x° 1.(3)
Quand le mobile atteint I'altitude maximale y,, la vitesse devient nulle :
X2 = 0= [Fvo™+gp’ -gpx°] / [ p*+x:° ]
PVo*+gp’ -gpx°=0 soit X*=(pvo™+gp) /9.
or y1 = X%/ (2p) d'otty,= (Vo>+gp) /(29)
accélération dériver x' et puis y' par rapport au temps
(3) donne 2xx" = [(-2gpxx)(p2+x2)-(Fvo™+gp’ -gpx)(2xx)] (p2+x?)*.
X" =[(-gpX) (p2HxA)-(Bvo’+gp’ -gpx) (¥)] (P2+x3)2.

[(-gpX) (p2+x?2)-(Fvo +gp’ -gpxX°)(X)] S'écrit : -gPx-gpxX-pvo X-gp°x +gpx’=
'nggx'p%ozx

X" = -px(2gp+w’) (p2+x?)”
y' = x X'/ (p) soit y" = XIp +xx"/p
or x? = [pvo™+gp’ -gpxX] [ p*+x° ™.
y" = [pvo+gp’ -gpx’] [ p? 1 -pxi(2gp+w’) (p2Hx)?
réduire au méme dénominatépi+x2y
y" =[(pvo’+gp’ -gx) (p2+x?)-pX(2gp+°)] (p>+X2)°

(pVe2+gp’ -gpxd) (p2+x2)-pX(2gp+w?) = pveZ+gp’ -gp + puedX+gpix? -

HUGUES SILA EXERCICES CORRIGES DE MECANIQUE|




319 http://sila.e-monsite.com

gx*-2gpx2-pxve’
=pvo™+gp’ -gx-29x?

d'oty"= (pvo'+gp’ -gx-2g°x°) (p2+x2)”.

action du support :

ce qui est écrit ehleu et engras est un vecteur.
La relation fondamentale de la dynamique s'aeng + N = ma.
soit N= mx" et N= m(y"+Q)
Ny= -mp°x(2gp+7) (p2+x3)°.
N,= mi(p*vo’+gp’ -gx*-2gp°x%) (p2+x?) +g]
réduire au méme dénominateur (p2$x2)
N,= m[p*Vo*+gp* -gx-2gpx“+gp+gx*+2g ) (p+x2)

Ny= m[pvo™+2gp' (p2+x3)*

La composante \\est toujours positive ; ,Nest négative si x>0 et positive
x<0:

L'action du supporil est donc orientée vers la concavité de la paradidé
contact est toujours réealisé.

moteur asynchrone

étude générale

La plague signalétique d'un moteur asynchronedsgta rotor bobiné
porte les indications suivantes:

230 /400 V; 50 Hz; n = 1440 tr/min; | = 11,5 A 56A.
1. Quelle est la vitesse de synchronismétm/min).

2. Quel est le nombre de poles du moteur.
3. Le champ magnétique inducteur est produit par desls
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Noo

enroulements, stator ou rotor ?

Quelle est la tension maximale que doit suppomeznroulement
du stator ?

- pour un couplage étoile, quel réseau utilise33 1230 V ; 230 /
400V ;400/690V ;

- pour un couplage triangle, quel réseau utilis&¥3 1230 V ; 230
400V ; 400/ 690 V

En couplage étoile, quel est le courant nomindigegre ?

Quelle est la puissance apparente du moteur ?

Quel est le facteur de puissance du moteur :

- Avide ;

- Quand la charge augmente;

En fonctionnement a vide, la tension U est ramenég; ; que
devient la vitesse de rotation.

Quel est la valeur du glissement g :

- au tout début du démarrage;

- a la vitesse de synchronisme ;

- au fonctionnement nominal ;

10.En charge nominale, quelle est la frequence desotairotoriques

?

11.La résistance d'un enroulement du stator est R 5ld stator est

couplé en triangle. Quelle est la résistance atgux bornes du
stator est (e ) ?

corrigé

Le glissement étant faible, la vitesse de synclkroriest légerement

supérieure a la vitesse nominale.

tip : vitesse an synchrordsioe (trfs)
M. = — f': fré quence du conrant (Hz)
5 P b nombre de paires de pdles

f=50 Hz ; n= 50*60 = 3000 tr/min sip =1 ;sa 1500 tr/minsip=2;

ns= 1000 tr/min sip = 3.

On choisira g= 1500 tr/min( 1500/60 = 25 tr/s), |égérement supérieure a

1440 tr/min

Le nombre de paires de poles est p = 50/25 = 2H£2pdles

Le champ magnétique est produit pastietor alimenté par un systeme

triphasé de tensions.
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La tension maximale que peut supporter un enroulesm@respond a la
plus petite des tensions indiquées sur la plagrakitique; soi230 V.

La tension nominale aux bornes d'un enroulemer2 &3t/
Pour un couplage étoile, la tension aux bornesa&fmoulement correspo
a une tension simple; il faut donc utiliser un eas230 / 400 V. Pour un
couplage triangle, la tension aux bornes d'un denoent correspond a u
tension composée; il faut donc utiliser un résezm/1230 V.
En couplage étoile, le courant nominal en lignd est,5 A
La puissance apparente nominale du moteur ne dég@endu couplage.
S =rac carrée (3)ddler = 1,732*400%6,5 =500 VA

Le facteur de puissance éstble pour un fonctionnement\ade.

La composante réactive importante du courant acoedeespond a la
magnétisation du circuit.

Quand la puissance active augmente beaucoup, tardan ligne
augmente peu. Or P = racine(3)Ul.¢os

Quand lacharge augmentde facteur de puissaneegmente

A vide, la vitesse de rotation est proche de les@é de synchronisme; elle
ne dépend donc que de la fréquence f. Or la framuen'est pas modifiée.

La vitesse de rotatiome varie pratiguement pasur un fonctionnement
soustension réduite

hig vitesse au synchronisine (trfs)
g=lavide ;g =1 an Emarrage
fg g =24 5%, au point nordnal

g = f./ f la valeur def, fréquence des courants rotoriques, est faible
fr = of soit 50*0,04 2 Hz
Pour un couplage étoilegR 2.R;
pour un couplage trianglegR 2.R/3

Puisque le stator est couplé en triangle et R £5Rs = 3,6 Q.
fonctionnement a U/ f constant
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Pour le moteur asynchrone utilisé, le nombre degpéstt 4. On faitarier ¢
la fois la fréquence f et la valeur efficace U thssions statoriques, en
conservant le rapport U/f constant. Le moteur émé¢rane charge de
couple résistant, lconstant. L'expression du couple électromagnéieud
se mettre sous la formé&:,= KTem.max(Ns-N) OU Temmax€St la valeur
maximale de I, et k, une constante dépendant du moteur.

1. Quel est le dispositif alimentant le stator ( ucheur triphasé ; un
redresseur commandé triphasé ; un onduleur triphaseé

2. Pour la courbe d'indice 3, quelle est la vitesssytehronisme 412
- Quelle est la frequence f (Hz ).

3. Les caractéristiques, E f(n) sont paralléles entre elles. Quand la
fréquence varie, le glissement conserve-t-il la mé&aleur ?

4. Quelle est la fréquence minimale pour que le madéanarre avec
sa charge ?

5. Pour une vitesse de rotation proche de 1000 tr/guialle est la
fréequence f ?

corrigé
Dispositif alimentant le stator: onduleur triphas8/f constant.

Le redresseur commandé ne permet pas de fairg Yarie
Pour la courbe 3, la vitesse de synchronisme&str/min.
frequence f = pdhavec g= 750 tr/min
soit 12,5 tr/s et p = 2d'ou 25 Hz
Quand la frequence varie, le glissement varie

T, = constant. Entre 1= 0 et T, = T,, la variation de vitesse{nn) res¢ la
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méme quand f (dong)warie,
mais g = (8- n)/n, varie.
La vitesse de synchronisme minimale est 50 tr/min;
elle correspond &, = p.n soit f = 2*50/60 =1,7 Hz
Pour n =1000 tr/min,g+ 1050 tr/min;

elle correspond a f = pgoit f = 2*1050/60 =85 Hz

Les caractéristiques d'un moteur asynchrone ssrsuizantes :
- 230/ 400 V; 50 hz ; couplage étoile

- puissance utile 15 kW ; intensité en ligne 1=83facteur de puissance :
0,85

- frequence de rotation dans ces conditions : 780t
. Quel est le nombre de paires de poles ?
. Quel est le glissement ?

1
2
3. Quel est le moment du couple utile ?
4. Quel est le rendement ,

corrigé

tg : vitesse an synchronisie (trfs)
f.=— [ fecquence ducourart (Hz)
5 p | bonombrede paes de pdles

vitesse au synchronismegs+50*60 / p = 3000 / p tr /min

la frequence de rotation est inférieure a la véessminale, tout en restant
proche de fi: d'oup = 4et =750 tr/min

glissement

tip :vitesse an synchronisrae (tris)
gl advide ;g =1 au Ermarrage
fg g =24 5% au point nordnal

ng — 2

g:

g = (750-720) / 750 = 0,044(0)
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moment du couple utilePye / (2rnn) avec n = 720 /60 = 12 tr/s

Puiile / (2rm)= 15000 / (6,28*12)299 Nm
wt I:)utile/ Pabsorbée

Puissance absorbée = rac carrée(3) U ¢ co$,732*380*33*0,85= 1846
W

n= 15000/ 18461 = 0,813(.2 %)
moteur asynchrone

Un moteur asynchrone triphasé absorbe une puis&n8ekW. Les pertes
statoriques sont égales a 0,6 kW. Si le glissemstg est égal a 3,5 %,
quelle est la valeur des pertes par effet joules damotor ?

corrigé

P bt Prawmis =—=| Poq.

pertes ju:u ﬂ:zrtes fer pertes joule

tes
stator 'pe .
stator mné camices rator

les pertes par effet joule dans le rotor sont égaleglissement fois la
puissance transmise .

puissance transmise : puissance absorbée moinsielesges pertes
statoriques

Ptransmisez 8000'600 = 7400 W.
glissement g = 0,035

pertes joules dans le rotor : 0,035*740059 .

machines synchrones

alternateur triphasg

Dans sa zone utile, a la fréquence de rotatior20@ ir/min, la valeur
efficace E de la fem délivrée par un alternataphéisé est
proportionnelle a l'intensité du courant d'excitatpar : E= 180.i(E en
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volt et i en ampere)

1. Quelle est la fem £a 1500 tours/min et pour une excitation
dintensitéi=0,8 A ?

corrigé
le flux est proportionnel a l'intensitg: i®= K .

E : fem induite (V)

_ B :coef de Eapp de la roac hine
E = KNpn® p : nonbre de pairesde péles
E = ENEE o fréguence de rotation (tefs)

Neonductenrs | T flw (webers)
par phase f frégquence de la fern (Hz)

d'une part E= [ K Np K] nei
d'autre part E= 18Q.i

donc le terme constant [ K Np k] vaut 180 / n anex1200/60 = 20 tr/s ;
[KNpk]=9

a 1500 trs/min soitF1500 / 60 = 25 trs/s 1= 9 ny ie1 = 9*25*0,8 =180
V.

alternateur triphasg

Un alternateur triphasé dont les enroulementsra#uit sont couplés en
étoile produit, a vide, une tension entre deux ésid de valeur efficace
2,6 kV et de fréquence f=50 Hz. L'enroulement siqt@ comporte 2
encoche par pole et par phase et 12 conducteuepaches. Le flux
utile sous un pdle edt = 45 mWhb. La fréquence de rotation de la roue
polaire est n = 500 tr/min

Quel est le nombre de péles 2 p de l'alternateur ?

Calculer le nombre N de conducteurs actifs par@has
Déterminer le coefficient de Kapp K de la machine.

A la puissance nominale,l'alternateur fournit #émgité I= 600 A a
une charge qui absorbe la puissance P= 2,1 MW avéacteur

de puissance cds= 0,9. Le rendement de l'alternateur est ajors
=0,85.

- Calculer la tension U entre deux bornes de liinelu charge.

- Calculer I'ensemble des pertes de l'alternateur.

PwonNE

corrigé
n =500/ 60 trs/s

np =fd'ou p = f/n =50 *60/500 = 6 paires de g&eit 2p 22 pdles
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nombre de conducteurs par phases : N = 2 *12*288conducteurs.

couplage étoile donc la fem E correspond a une tension simple.

la valeur relevée entre deux bornes de l'induitesrond a une tension
composée

en conséquence E = U/ (racine carrée (3 ) = 260182 = 1500 V.

E : fern induite (V)

_ E - coef de Kapp de la roachine
E = ENpn® p - homhre de paires de péles
E = EMNtD 1 frécuence de rotation (ffs)

Neonductanrs | i (wehers)
par phase f frécuence de la fer (Hz)

K =E/(Nfd) = 1500 / ( 288*50*0,045) 2,31

rPop: puissance mécandyue reque
Ty : tooroent conple motenr
By =T L2 £d: vitesse angulaire (radls)
. P pmissance utile fournie 4 la charge par
F= UIn\Ecos g | maltmatur
1 tension coraposée (ral efficace)
[ intensité en ligre
y oo 4 factenr de pnssance de la charge

U=P/(1,7321co$) =2,1 16/ (1,732*600%0,9) 2245 V.

rendement) = P / (P+pertes)

pertes = P(1y)/n =2,116 (1-0,85)/ 0,85 3,7 16 W.

Les caractéristiques d'un alternateur sont lesast®s :
- couplage des enroulements du stator en étodguénce f=50 Hz ;

- expression de la caractéristique a vigecB80 i E, en volt et intensité
en ampere)

- résistance d'une phase de l'induit r = @12réactance synchrone X=
1,2Q;

1. Déterminer lI'impédance synchrone de la machine.

2. L'alternateur alimente une charge triphasée, imndeioéquilibrée,
de facteur de puissance @p=0,8. La tension efficace entre deux
bornes de l'induit est U= 2,5 kV ; l'intensité efite du courant en
ligne est I= 400 A.

- Quelle est l'intensité ie du courant d'excitaashant que la
roue polaire tourne a 1500 tr/min ?

- Calculer les pertes par effet joule dans l'induit

- Un essai a vide a donné Pv = 90 kW ( y compeigcitation);
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guel est le rendement de l'alternateur ?

corrigé
impédance synchrong;

Z2 = X2+1r2=1,22 40,122 =1,454 d'og~ZL,2069Q.

fem induite en charge

L I E=z  fem sznwchrons de 17

=1 : ractarvse de= 17 alte

- —-n
11y T Z=r—\.'|ll.|:1rm]—_r2 + = irmg
E. Eol 1 alternatenr
2 angle de decalage inte

< E2 — (Weos g+ rT27 4 (30

montage étoile : la tension aux bornes d'une eenoeiht est 2500 / rac.
carrée (3) = 1443,4V

si cos$ = 0,8 alors sip = 0,6

E% = (1443,4 *0,8 +0,12*400)2 + (1,2*400+1443,4 *3,6)3,258 18
d'ou E=1805 V.

puis 1805 = 180.id'ou £ =10 A.

pertes par effet joule3 r i2

P=3*0,12*4002 =58 kW.
rendement
total des pertes : p = 58+90 = 148 kW
puissance mécanique recue par le moteur : P= Wawaée (3) cod
P = 2500*400*1,732*0,8 = 1385,6 kW

n= P/ (P+pertes) = 1385,6 / (1385,6+148) = 0,9IBF %)
moteur synchrone

Un moteur synchrone triphasé, tétrapolaire esteaitdpar un réseau

HUGUES SILA
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triphasé 240V/ 416 V; 50 Hz. Les enroulements thr sont couplés en
étoile ; la réactance synchrone du moteur est @8 a fem synchrone
du moteur se confond avec sa fem a vige £#00 ;. On néglige la
résistance de l'induit ainsi que toutes les ayteetes. Le mteur
fonctionne a couple constant de moment T= 44 Nms®propose de
faire varier la puissance réactive absorbée pawoleur en réglant
I'intensité d'excitationei
1. Calculer la frequence de rotation n du moteur ihir)
2. Calculer la puissance active absorbée par le moteur
3. L'excitation est fixée & E Ie;et on observe que le courant est en
retard sur la tension de 37°. Calculer :
- I'intensité efficace du courant en ligne.
- la puissance réactive;@bsorbée par le moteur.
- la fem synchrone du moteur
- l'intensité ..
4. Mémes questions si le courant est en phase avenden (
excitation optimale)
5. Mémes questions si le courant est en avance derda gension.
corrigé
2p =4 soit p = 2 paires de plles
np =fsoitn =f/p=50/2 =25 tr/s ou bien 26*6 1500 tr/min
puissance active
rPpp puizsance rodcandyue regue
Ty » woment couple rmotenr
P, =T. £2: vitesse angulaire {radis)
M M . P puissance utile fomrrde & la charge par
P: U-["\ECOS!P UII&].tE-'Em.&tE.'UI )
1T tension coraposée (val efficace)
[ intensité en ligne
y ood i factenr de pssance de 1a charge
P =TQ avec W= 2tn/60 = 6,28*1500/60 = 157 rad/s
P =44*157 =6,9 kW.
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L EgZWCOS@)2+W5ml}?+m2
Ve S U

le courant étant en retard sur la tension, le itigst inductif.
cos 37 =0,8d'ousin37=0,6; X=02V =240V
calcul de I: Pacive = 6900 = Ul rac.carrée(3) cos 37

d'ou | = 6900 / (416*1,732*0,8) £1,97 A

puissance réactiveQ; = Ul rac.carrée (3) sin37 = 416*11,97*1,732*0
5,17 kvar

fem synchrone
E% =(240*0,8)? + (240*0,6 - 8*11,97)2 =39191 d'ogEL98 V.

courant d'excitatiomn = 198/400=0,495 A

mémes calculs avec cps= 1 et sinp = 1.
Pactive= 6900 = Ul rac.carrée(3) soit | =6900 / (416*R2y39,57 A
Q=0
E2 =2402 + ( 8+9,57)2 =6,346 f@'ol =252 V.

courant d'excitatiomn = 252/400=0,63 A

le courant étant en retard sur la tension, le tiest capacitif.
cos 37 =0,8 d'ou sin (-37 )=-0,6 ; X=02V =240V
calcul de I: Paciive= 6900 = Ul rac.carrée(3) cos 37

d'ou | = 6900 / (416*1,732*0,8) £1,97 A
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puissance réactiveQ, = Ul rac.carrée (3) sin(-37) = -
416*11,97*1,732*0,6=5,17 kvar

fem synchrone
E% =(240*0,8)2 + (240*0,6 + 8*11,97)2 =9,446“1@ou &= 307 V.

courant d'excitatiomn = 307/400=0,767 A

moteur a excitation indépendante

fiche cours
Ce moteur recoit :
la puissance électriqu& =UI de la source qui alimente l'induit.
la puissanc®.= Ucle de la source qui alimente l'inducteur
il fournit de la puissance mécanigae=T,Q a une charge :
Ty : moment du couple utile(Nm)X) vitesse angulaire (rad/s)
pertes joule dans l'induit?,=RI? ( R résistance en ohms de l'induit)
pertes mécaniques,Pdues aux frottements
pertes magnétiques du pertes dans le fer

Un essai a vide permet de déterminer les pertesinigaes et les pertes
dans le fer

rendement n = P, /(P, +P.)
exercice I

Un moteur a excitation indépendante fonctionne $atsnsion d'induit
U=230 V. En fonctionnement nominal, I'induit estquauru par un
courant d'intensité I= 40 A. La résistance de Uihdst : R=0,32 et celle
de l'inducteur est r= 12Q. Un essai a vide a la fréquence de rotation
nominale donne les résultats suivantg =225V ; h = 1,2 A. Sachant
que la tension d'alimentation de l'inducteur é$t = 140 V calculer le
rendement du moteur.

corrigé
puissance (W) absorbée par l'induit : Ul= 230*49260 W.
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puissance absorbée par l'inducteur; /W2= 140/ 120 = 163,3 W.

perte mécanique + perte fer sont calculées a phrtiessai a vide :

Uolo = Rl + Py, +P soit B, +P: =Uglg- Rlg?

Pm +P =225*1,2 - 0,3 *1,22 = 269,6 W.

pertes par effet joule dans l'induitj=FRI?> = 0,3 *402 = 480 W.

pertes totales : 269,6 +480 = 749,6 W
total puissance recue : 9200+163,3 = 9363,3
puissance utile P= 9200-749,6 = 8450,4 W

rendement : 8450,4 / 9363,3 = 0,90%)

exercice 2

L'essai d'une machine a courant continu en géngérateide a excitation
indépendante a donné les résultats suivants :dréxgude rotation ;g
1500 tr/min ; intensité du courant d'excitatigrr 10,52 A ; tension aux
bornes de l'induit : kb =230 V.

La machine est utilisée en moteur. L'intensitéatakon est maintenue
constante quelle que soit le fonctionnement eneisiagésistance de
l'induit est R =1,2).

1.

le moteur fonctionne & vide; l'intensité du courdats l'induit es
lo=1,5 A et la tension a ces bornes est220 V Calculer :

- la force électromotrice.

- les pertes par effet joule dans l'induit.

- la fréquence de rotation.

- la somme des pertes mécaniques et des pertes fer.

- le moment du couple de pertes correspondant exigg
mécaniques et pertes fer. Ce moment sera suppostanbpar la
suite.

Le moteur fonctionne en charge. La tension d'altatén de
I'induit est U=220 V et l'intensité du courant tpiiraverse est
=10 A. Calculer :

- la force électromotrice

- la fréquence de rotation.

- le moment du couple électromagnétique.

- le moment du couple utile.

- la puissance utile.
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corrigé
Up = E + Rpsoit E =Y -Rlp = 220-1,2*1,5 218,2 V.

perte joule induit RIZy = 1,2*1,52 =2,7 W.
la frequence de rotation est proportionnelle &ia f
E=kQsoitk=E/Q

dans le fonctionnement en générateur E= 230 #t1500/60 *2t
=157 rad/s d'ou k = 230/157 = 1,465 V tad

lors du fonctionnement en moteur a vide = E/k =218,2 / 1,465 =
148,9 rad/s 148,9/(2*3,14) *60 =423 tr/min

puissance absorbée a vide = puissance joule +spadeaniques + pert
fer

Uolo = RI% + PytP; d'ou Ry+Pr = Uplp - RI% =220*1,5-2,7 =327,3 W

Le moment du couplE; (Nm) est égal a la puissancgHP: (W) divisée
par la vitesse de rotation (rad/s)

N =327,3/148,9 2,2 Nm

U =E + Rlsoit E = U -RI = 220-1,2*10 208 V
la fréquence de rotation est proportionnelle &fa f

E=kQsoitQ=E/k=208/1,465=141,98 rad/s 141,98 / (&) *60 =
1356 tr/mn

moment du couple électromagnétique (Nm) = puissance
électromagnétique (W) / vitesse angulaire (rad/s)

Me=EI/Q =208*10/141,98 244,65 Nm

moment du couple utile B¢ -I', = 14,65-2,2 12,45 Nm

puissance util®, =T, Q =12,45*141,98 4767,5 W

oscillateurs mécaniques
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Ty
F ......... > TP=—klz-L)
— b Ry
-y @
v
Mg

v
Une bille de rayon R accrochée a un ressort eagp dans

un liquide de coefficient de viscositg Elle est soumise a u
force de frottement fluide.

La raideur du ressort est k et sa période d'otiofialans I'ail

1 est T.

Ecrire I'équation différentielle en X = (z}zlu mouvement €
équation prenant pour origine la position d'équilibre E desphére. O
horaire posera2A=6TRn / m.

Exprimer I'équation horaire du mouvement de la sphe

corrigé
systeme : bille ; référentiel terrestre galiléen

projection de la relation fondamentale de la dympmisur
I'axe Oz
mi=—f RyZz+mg—kiz-1,) (1)

au point E position d'équilibre :2=0:2=2, =¢

(Ds'éerit :mg=kiz, -I)d"'ol wf=—bx Rnz-kiz—z

e a &

%= RN ¢ K 0o R 2n X+ uEX
m m

C'est I'équation différentielle linéaire a coefficis constants
(sans second membre ) d'un oscillateur amorti.

Les solutions sont du type :
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X = e (Acos (wt)+Bsin(wt )
avec WF = U) — A

On obtient des oscillations amorties de pseudmgéri=

coefficient 21t/ w. Donner I'expression dg en fonction du rayon de la
de bille, de T, et de T.

viscosité
corrigé

pseudo période des oscillations amorties T 2.

période des oscillations non amorties ( dans l'digF
21t/ L.

wz:woz_)\z

2 2
41C _ 4n _[annn] dveem =«3_4"R3p

T TE,2 m
_BuRp 1 1
= T T
A ¥
Y
3
O B X
—_—
proton ’ E= E, coslae)i
dans un Foo v
champ -
électrostati
que Un proton de masse m et de charge e est soumes foroe

oscillant de freinage f et & I'action d'un champ électrastatie
variable (voir schéma) . le poids est négligeable.

HUGUES SILA EXERCICES CORRIGES DE MECANIQUE|




335

http://sila.e-monsite.com

HUGUES SILA

Ecrire I'équation différentielle ou figure la viges

Montrer qu'au bout d'un temps suffisamment longi(né
permanent) le mouvement s'effectue suivant ox

corrigé
systéme : proton référentiel terrestre galiléen

relation fondamentale de la dynamique :

v Vv -
mi— =—m—tef, cos(m i) i
ot T
Vi L e, cos(ar£)

T M

W —t
v, =——~intégration: v, = Ae % S 0sit oo
T

i Vo . . _t .
v, =—-Zintégration :v, = Ae % S 0sit oo
T
résolution de la premiére équation différentielleld ordre &
coefficients constants avec second membre. Laisnlast la
somme de la solution générale de I'équation sasde
membre et d'une solution particuliére de I'équatioec
second membre.
L
+

=

_eE cos(wt)
T m

®

v, = Ce * +Vcos (Wt + @) — Veos (Wt +p)sit =

Montrer que la solution du régime permanent est\Xk

utiliser les cos(ut + ¢) ot V et sont des fonctions de & déterminer,
nombres

complexes
corrigé
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. ¥ cE cos{wt
'u'x+_x=u—((u)
T m

onpase v, = ¥ exp jlot + @) soit v, = jo Vexp jlot+¢)

Uexpd[mf+¢;{‘]m+l} EEDGKPQmﬂ
1] eE,
\ =_7
eprq:ﬂ[Jm+r:| -
Ve iFe eEfm eE!m( ]
JUJ+— —+LL'I

il suffit d'écrire que les modules sont égaux et s
arguments sont égaux.

"JGKP(]!P)—EE fr:ll'l elEDfm (JN—EJ
Jm+— —2+(-:n2 f

E , ess
ﬂ égalité des modules

— +
T

@ = arctan(-w T) égalité des arguments

Pendule cycloidaloscillateur harmonique

Les frottements sont négligés. Le petit solide déssa m se
déplace sur l'arc de cycloide dont les éqationampeiriques
sont : x= af+sinB) et y=a(1-coB). a est une constante@et

varie de fra +71U

arc de cycloide

1. Exprimer la longueur d'un déplacement élémentaire
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ds en fonction de &, et A puis I'abscisse curviligne
OM = s en fonction de a 6t

2. Exprimer I'énergie mécanique du mobile en fonction
desets.

3. Etablir I'équation différentielle relative a s eéridant
par rapport au temps I'expression précédente. En
déduire la période T du mouvement.

4. A linstant initial t=0,0 =By ( position M) la vitesse
initiale est nulle. Quelle est la vitesse de passayC
? Quelle est la durée du parcourglM?

corrigé
déplacement élémentaire ds = racine carrée (dXp+dy?
x= a@+sinB) d'ou dx = a(1+cdydb ; y=a(1-cof) d'ou dy =¢
sinB dob ;
ds2 =a?[(1+c08)2+ sin® )dO 2 = a2(2+2c08 )do 2
=2a?(1+coB8)do 2 =4a2 cos? (¥ do 2
ds = 2a cos (#do .
longueur de I'arc OM: intégrer eneet 6. (primitive de cos
(¥20) : 2 sin (\B))
s=2a chas(aae) db=4a ﬁcai(%e} d(¥40 y=4dsin( %0)f =4a si
énergie mécanigue énergie potentielle + énergie cinétique
Le solide de masse m est soumis a son poids d¢eadan
du fil ( celle-ci ne travaille pas, elle est pergienlaire a la
vitesse)
énergie potentielle & mgy avec y altitude de M
Ep,= mga(1-coB) = 2mg a sin?(B) = 2mga [s/(4af]= mg
§°/(8a)
énergie cinétique Ec= Yris'énergie mécanique= ¥4ms’
+mg $/(8a)
équation différentielle
I'énergie mécanique est constante ( seul le pmagaitle)
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dE/dt=0
0=ms"s'+ mgs s'/(4apr s"+g/(4a) s

equation différentielle d'un oscillateur harmonigige
pulsationw telle quew? = g/(4a)

période T= 2w = 41t [a/g]* valeur indépendante de
I'amplitudeBy.

vitesse de passage en @ate de ce premier passage en O : t
=0,25 T =rt[a/g]”

I'énergie mécanique initiale est sous forme poddati 2mg
a sin?(YAy)

I'énergie mécanique finale est sous forme cinét{dDe
origine de I'énergie potentielle) : ¥amv?

I'énergie mécanique se conserve : Yamv2 = 2mg @/4ip3

V2 = 49 a sin?(Bw)

Aurélie 07/01/09

interaction d'une onde électromagneétique ave
une onde sonoreoncours physique agrégation 2008
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On va étudier comment la présence d'une onde somuddie la
propagation d'une onde électromagnétique.

Le milieu diélectrique est parcouru par une ond®s® qui modifie la
densité d'atomes et entraine donc une modificalgolfindice du milieu :

n(r,t) = rp +my(r,t).

On noteQ : pulsation de I'onde sonorey;>> Q : pulsation de I'onde
électromagnétique.

On pourra donc en général considérer que le m@ida a la présence de
I'onde sonore est figé pendant que I'onde élecjoitajue le traverse.

Interaction d'une onde lumineuse avec une ondersorkoest le vecteur
d'onde de la lumiére et q celui de I'onde sonorecigueur d'ondd.
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Régime de Bragg

On considere une tranche du milieu diélectriqupaisseut dans la
direction Ox traversé par une onde lumineuse deggiohw de longueur
d'onde dans le milieh et donc de vecteur d'onde dans le mikeunw /A
&, et dans laquelle se propage aussi une onde sdaonsda direction Ox.
On appellerd la pulsation de I'onde sonore/esa longueur d'onde. On

introduira le vecteur d'onde correspondgrt nQ /A e..

ny(r,t) = m cos Qt-gx+¢).

On pourra prendre lorsque cela sera utile une sadere de fréquence 80
MHz et une onde lumineuse de longueur d'onde aganslié 532 nm.

Pour décrire cette situation, nous allons considgndait le milieu comme
une succession continue de dioptres représentaatikion d'indice dans
la direction x. Chacun de ces dioptres élémentadibéchit une partie de
I'onde lumineuse incidente, et I'addition de toutes ondes élémentaires
représentera une onde lumineuse réfléchie pard'sadore.

réflexion d'une onde lumineuse par un dioptre : les
angles ne sont pas définis selon la convention
habituelle.

Réflexion par un dioptre
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on note n et n' les indices de réfraction des aeilirux homogenes.

Rappeler les lois de Descartes relatives a la réfien et a la réfraction
par le dioptre.

Le rayon incident et le rayon réfléchi sont copless; I'angle de réflexio
a méme mesure que I'angle d'incidence ; le ragweise la normale a la
surface.

Le rayon réfracté et le rayon incident sont coplasg le rayon réfracté
traverse la normale a la surface ; on note i (ead@hcidence) et i' (angle
de réfraction) les angles définis entre les rayina normale.

n sin i =n'sin i'soit avec la figure ci-dessus cosO = n' cos0 '.
On appelle les expressions de Fresnel donnanbéfiaients de réflexion

en amplitude pour une onde d'incideBdeon noted ' I'angle d'émergenc
défini sur la figure :

nsin@-n'sin@’ n'sin® -n sin@'
r_l_ = - - ; r” : - -
nsin® + n'sin@’ n'sin® +n sin@'

ou ry. et fjindiquent une polarisation respectivement perpesiaire ou
paralléle au plan d'incidence.

En conséquence la lumiere réfléhie par un diogrgénéralement
polarisée :

- on diminue les reflets sur une photo en utilisanfiltre polarisant

- le coefficient de reflexion paralléle peut s'alenu diminution des pertes
dans les systemes optiques utilisant des lasers.

Enfin sin>n'et co® = n'/n, il y a réflexion totale ( absence de rayon
réfracté) : alors les coefficients de réflexionevdll.

Réflexion par un faible saut d'indice

On se place dans le cas particulier ou la diffé&zatindice de part et
d'autre du dioptre est trés faible. On note nitiad'un coté et dn
I'indice de l'autre coté du dioptre.
De méme on not@ ' =0 +36.

La loi de Descartes pour la réfraction s'écritcosd = (n+on) cos 0 +30).
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Développer et ne conserver que les termes au prenciee :

Frosh

cos( 8+ 68) ~ cosf+ 60

£cosh - . _ crosh
= 0=o0on cos8 + no B

n cosf =n cos8 + dnoosd + n oo

oneosl—ndBsim=0=|50 = 1 o1
n fan B

Expression des coefficients de réflexion

_ ns%nB—(n +E‘:+n}|51ln {B+E_:~‘B]I - sin (8+6 ) =sin 6+ 58 csimd
T nsing+ (n+6n)sin (04 468)

_ nsinB —(n +0n)(sin 8+ d8cos &) —nobcosd —onsin 0
- n sind + (n + 6n) (sin 8+ 60 cos &) " 2nsin® +dnsin 6+ 150cos 6

=sm#

o o . Ccos8
on=nofd =on —
ntan 8 sin o

OroB=

. cost 8 . .
—On — —onsin B -
P sin & _ —on
cos” &

2nsin®+ 26n

TN
2n(sin“6+ —cos” &)
i 4

sin &

_(n+on)snB-nsn(8+08) (n+on)sind— #(sin 6+ 60 cos &)

Ty = -

I m+on)snd+nsm (0+60) (n+on)sind+ 1 (sin 6+ 68cos )
Sn sin6_ & cos® B

o on sn@-ndBcosf fsmEmon —

I o sin6 +nd 6 cos &+ 6n sinb . . cos @ . .

2nsmb+on — +on snd
sm 8
. 6n (sin* @—cos® 8) [bn(sin’ & —cos* 8)
o= =

2n sin0 + 26n .2, on
2n(sm 8+ —)
n

Sous incidence rasarfidend vers zéro et céstend vers 1. Les deux
coefficients sont identiques : I'amplitude de l'emédfléchie ne dépend pas
de la polarisation.

5r~-3n/(2n sifb)

Réflexion par une variation d'indice.
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On suppose que l'indice dépend continuellemena dete X.

Montrer qu'une tranche d'épaisséxircontribue a la réflexion par le

) 1 dn
M = = — 0

. T o .
2nsin“ @ dx

coefficient :
Variation de l'indice a travers la tranchan:= dn/dxox.
On se retrouve dans le cas ou la différence déndépart et d'autre du
dioptre est trés faible. On note n l'indice d'utéa n-Hn l'indice de I'autr
c6té du dioptre.

L'expressiord r ~ -0n / (2n sikB) s'écrit :dr ~ -1/(2n sifb) . dn/dx.dx.

Diffraction de Braqgq.

Calcul de dn/dx dans le cas ou le milieu est ts&/@ar I'onde sonore
décrite au début.

n(r,t) = n cos Qt-gx+¢) ; dn/dx =gn sinQt-gx+p).

Dans le cas étudié ici, I'indice est partout trés gifféerent de sa valeur

moyenne, on pourra donc considérer avec une bgprexamation que la

lumiére s'y propage en ligne droite. On prend comgfi@ence de phase
I'onde réfléchie par le plan de cote x=0.

Phase de I'onde réfléchie par le plan de cote x

W

' ¥
X —2sin- & .
- x=-2xsin @

v =1I(-( 268y =(1- 26 . = ,
! cos (28) =(I-cos( ))smﬁ sin &
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AD = 277\ (-2x SinG).

Amplitude complexe de I'onde réfléchie par le glancote X :

amplitude complexedr ~ -1/(2n siﬁe) . dn/dx.dx avec dn/dx =an

sin(Qt-gx+¢).

déphasaqge-=417\ sin B x = -2k sinB x avec k 217A\.

n, . i i
dr=——4% Sin(Q t—qx + @)e e
2nsin’6
i ®-qr) HP-®)
dr = qn, € -€ o (-2 sinf)

B 2nsin’e 21

r=— qﬂl J.l?-l2 (ei(‘i’-qX) _ E_i(i:_qx) k(—ﬂﬂc sinf x d}

An1isin’@ *-1/2
P ;
_ qt+113+ : (r'z (E—Eﬂc sind x-igx) _ -2ik sinf x—iqx})d:
An1sin"0 \ /2

ks A ., A
v i

€sinc({g+2ksing)E/2) sinc({g-2ksinG)E/2)

mouvement dans un chai
newtonien

Un solide ponctuel de masse m est lancé depugsrie
1 avec une vitesse initialg formant un angle avec la
verticale. La Terre de masse M>>m est en
conséquence immobile. Ce solide décrit une ellipse
orbite circulaire (grand axe 2a) dont I'un des foyers_ est le cerﬁﬂa_d
Terre. A son apogée, notée A sa vitesse £sbom lui
bite ellinti communique alors pendant un laps de temps tré$ cour
orbite €lliptique he force constante tangente a l'orbite. La vitesse
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augmente sans que la position change.

1. La nouvelle orbite étant circulaire de rayon r
=R+h ( h : altitude comptée depuis le sol),
exprimer la variation de vitesse en fonction de
R, h,a, v et g.

2. On applique & nouveau une force constante,
tangente a l'orbite, pendant un laps de temps
trés court. Il y a un brusque changement de
vitesse sans changement de position. La
nouvelle orbite est une ellipse. Déterminer ces
parametres ( a: demi grand axe et e
excentricité) en fonction de R et h afin que
rrerigeeR. EXpression de I'énergie totale sur une
orbite elliptique : E= -GMm/(2a).

3. Déterminer le sens et la norme de F en fonction
det,m,R, hetg

ancienne orbite
Le vecteur accélération passe par le point fixe O:

le moment cinétique est constant égal au départa L
MR \p sina.( R rayon terrestre)

et égal a L= mava sur l'ellipse en A. g=R+h)

loi de aires: la vitesse aérolaire est constapi@ = C
=L/m=cte

Va=C/mn=R wsina / (R+h).
nouvelle orbite circulaire

relation fondamentale de la dynamique suivant lfaxe
de la base de Frenet

GMm / (R+h)2 = mv?# (R+h) avec GMsB?
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v2= pR2 / (R+h)
2 Ry.sina
Ay = = _-"n
T NR+h  R+h
I'ancienne orbite est circulaire de rayon R+h, la
nouvelle orbite esr elliptique de périgée R.
La partie commune est lI'apogée de la nouvellearbit
nouvelle orbite elliptique
apogeée : R+h; périgée : R donc 2a = 2R+lacu
R+%2h
équation de la trajectoire en coordonnées polaires
r=p/(1+ecoB)
Fapogee= P / (1-€) et perigee= P / (1+€) ou biee = h /
(2R+h)
I'énergie doit diminuer pour passer d'une orbite
circulaire & une orbite elliptique.
énergie apres freinage sur la nouvelle orbite tajlife.
-GMm / (2R+h) = Yam(MAV)2-GMm / (R+h)
(v-Av)2= 2GM[ 1/(R+h) - 1/ (2R+h)] avec GMzB?2
_1mRE 2R
av VR+h (1 VYR+h
appliquer la relation fondamentale de la dynamique
pendant la duréedu freinage
F=dp/dt =nd\v / .
La mécanigue de Newtorchute verticale
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La mécanique de Newton étudie les systemes quiesomies de vitesses
faibles devant la vitesse de la lumiére ( pouglemdes vitesse -->
meécanique relativiste) et qui ont des masses efideansions a notre

échelle. ( a I'échelle de I'atome -> mécanique tigae)

référentiel:

Un référentiel est un solide par rapport auquettoilie un mouvement On
prend souvent comme référentiel le solide Terre.

- Le référentiel géocentrigyeonstruit a partir des centres de la Terre et de
trois étoiles lointaines qui paraissent fixes)wsisé pour étudier le
mouvement des satellites terrestres.

- Le référentiel héliocentrigugconstruit a partir des centres du soleil et de
trois autres étoiles, ) est utilisé pour étudisndeyages interplanétaires ou
le mouvement des planetes autour du Soleil.

Un repere d'espace orthonormé, lié a un référemsselun systeme d'axes
orthogonaux et normés, muni d'une origine O. Danepére, on peut
exprimer les coordonnées du mobile ponctuel étudié.

La trajectoired'un mobile ponctuel est constituée par I'enseriése
positions successives occupées par le mobile as doutemps.

vitesse moyenn@m/s) = distance parcourue (m) / durée du parc@®)rs

vecteurvitesse instantanéedérivée du vecteur position par rapport au
temps.

ce vecteur est porté par la tangente a la trajecéoia date considérée et a
toujours le sens du mouvement.

La vitesse s'exprime en m / s dans le systémenatienal d'unitéd m /s
=3,6 km/h

Dans un référentiel donné le vecteur vitesse d'obileponctuel peut
changer de valeur et (ou) de direction. Ce changeeentuel peut se fai
plus ou moins rapidement. On appelle vectewelératiorinstantanée du
mobile ponctuel la dérivée par rapport au tempsgetieur vitesse.

Le vecteur accélération est dirigée vers l'intérgila trajectoire ;
l'accélération s'exprime en m / s2 dans le sysiateenational d'unités.

1°"loi de Newton

Un référentiel galiléen est un référentiel dansiéde principe de l'inertie
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est vérifié.

Dans un référentiel galiléen, si la somme vectierigés forces
extérieures appliquées a un solide est nulle dsgseudo-isolé )
alors le centre d’inertie G de ce solide est Ioitegpos, soit animé

d'un mouvement rectiligne uniforme et réciproquetmen

Un solide peut donc se déplacer méme si la somsédees appliquées a
ce solide soit nulle. La véritable opposition nfggs entre mouvement et
repos mais entre mouvement rectiligne uniformegesn’est qu'un simpl
cas particulier) et les autres types de mouvement.

2°M|oi de Newton

Dans un référentiel galiléen, si le vecteur vitahseentre d'inertie d'un
solide varie, alors la somme vectorielle des fomdsgrieures appliquées a
ce solide n'est pas nulle et réciproquement. Lecton et le sens de cette

somme sont ceux de la variation du vecteur vitesgie deux instants

proches.

Dans un référentiel galiléen, la somme vectorigdle forces
extérieures appliquées a un solide est égale alupme la masse
M du solide par I'accélération de son centre dimer

vitesse variation du vecteur vitesse

3 mis

3°M¢|oi de Newton

Interaction entre un objet A et un objet B : sisatide noté A exerce sur un

solide noté B une force notéeFs, alors B exerce sur A une force notée F

/a . Les deux forces associées a une méme interaggiigrtoujours égales
opposées.
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——
R Fsolisolide

solide 5
sol harizontal

—
F solidersol

— —
Fsolisolide = - F salidessal
action du support force gravitation entre terriieé
n ﬁf[‘tzf[k
7 E P
- GMtMs

& 0

mg

chute verticale

un vecteur est écrit en gras et en bleu.

En un point donné M, au voisinage de la Terrepidgd'un objet de masse
m peut s'écrire? = mg

g : vecteurchamp de pesanteur terresatepoint M considéré, direction la
verticale passant par M, sens :de haut en bas.

La valeur de l'intensité g da pesanteur dépend de la latitude du point |
I'on se trouve (9,78 N / kg a I'équateur,

g = 9,83 N/ kg au pbéle Nord, au niveau de la reege son altitude
(diminution d'environ 1 % a l'altitude de 30 km).

Dans un domaine au voisinage de la Terre (dimessieri'ordre de
guelques kilomeétres), on peut considérer que lenphde pesanteur est
uniforme: le vecteur champ de pesanteur a méme directiéme sens et
méme valeur en tout point de ce domaine restreint .

La poussée d'Archiméde

est une force de contact répartie sur la surfaamdtact soliddluide. On e
représente par un vecteur :

origine : le centre d'inertie C du volume de fludéplacé.
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direction : la verticale passant par C
sens : du bas vers le haut
valeur :I'1 = pguigeVg égale au poids du fluide déplacé.

Pruide : Masse volumique du fluide (kgin V volume fluide déplacé (P

force de frottement fluide

Si un solide se déplace dans un fluide, il appdestforces de "frottement
fluide" sur toute la surface du solide.

Ces forces de frottement fluide peuvent étre résiss (chute d'une bille
ralentie par la présence d'air ou d'eau) ou matiiieiille emportée par le
vent). On les modélise par un vectéde sens opposé au mouvement si les
frottements sont résistants.

La valeur de la force de frottement sera modélaine expression de la
forme :

f = k.V pour les vitesses faibles & k.V 2 pour des vitesses plus
importantes.

chute libre verticale

Un solide est en chute libre s'il n‘est soumis gatapoids.
On considere un axe vertical orienté vers le haat Horigine est le sol.
vitesse ¥V = -g t + \p (Vo : vitesse initiale m/s)
distance parcouruett = - ¥2gt? + yt + dy avec d altitude initiale(m)

chute verticale avec frottement fluide

f proportionnelle a la
vitesse

f proportionnelle a la vitesse au carré
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mg-f=ma=wn

F=-f ;5 f mgtF=ma

mg—f=ma=m§
i
D o _ Gy,
. Z — dt [
mg mg 5
1
ﬁ

navette spatiale en détresse
autour de Jupiter

Une navette spatiale de masse m s'approche daratplJupite
(centre 0, rayon R = 70000 km, masse M = 1.9 k@). Par
rapport au référentiel du centre de masse de Jupitpposé
galiléen, la trajectoire initiale de la navetténlde la planéte,
est pratiquement rectiligne, soit x = -Vot, y =zb,0 dans un
repére (O x y z) convenablement choisi.

1 I
> 3
théoréme
sdela
mécaniqu
edu Enjsurvient une panne d'alimentation, qui ne pétre

solide

réparée avant deux jours. Cette panne empécherntaunteuvre
des moteurs-fusées et toute communication radicappareil
de bord indique alors aux trois astronautes lesitipo | (x =
100 R,y =b =1, 57 R), et leur vitessg/50 km/s. Les
astronautes rassemblent leurs souvenirs du DEU@etn
petit calcul pour connaitre leur trajectoire. Eyfta du résultat,
ils décident de lancer un message de détressaudans
"bouteille” qu'ils lanceront dans l'espace. Le pgoie du
mouvement de la navette (inerte) est un probléneua corps
tout a fait analogue a celui de I'expérience dén&tidrd. La
trajectoire est une branche d'hyperbole de foydafs le plan
xQy, et b s'appelle lparameétre d'impact. La seule différence
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qu'il s'agit ici d'une interaction attractive. §idavette ne
percute pas Jupiter, soit H sa position la plusipeadu centre
OH=h>R.

1. Iy a deux constantes du mouvement : I'énergie
mécanique E du systeme ( planéte + navette ) et la
quantité C = produit vectoriel des vecteurs r etive
vecteur r égal au vecteur OM et le vecteur v l@nay
vecteur et la vitesse de la navette dans une podi
quelconque.

- Aprés avoir montré que la vitesse V en H est mbem
au rayon vecteur OH, exprimer E et C aux pointsH.e
En déduire deux équations qui permettent de débermi
V et r en fonction de b et Vo.

-Calculer h en fonction de b et de vo; on pourra
introduire la longueuro= GM/(V¢?).

-Application numeérique : justifier l'inquiétude des
astronautes.

2. Comme les astronautes ne sont pas d'accord sur la
démarche a suivre pour lancer un S.0.S, chacur d'eu
écrit un message et largue une bouteille dansabesp.e
premier place simplement une bouteillg 8l'extérieur
de la cabine sans lui communiquer de vitesse. tense
lance sa bouteille Rlans la direction Oy normalement a
la trajectoire, avec une vitesse (par rapportreaizgette)
V, =10 m/s. Le troisieme préfere lancer une boet &l
vers l'arriere (direction Ox) en lui communicaneun
vitesse \¢ = 10 m/s. Prés de deux jours plus tard, la
navette frole tout juste I'atmosphere de Jupiter.

- Que sont devenues les trois bouteilles ? Donnboud
une réponse qualitative. Pour une discussion plus
quantitdive, on admettra que les variations de h rést
d'une petite variatioA Vo de la vitesse en | ou d'une
petite variatiomA b du parametre d'impact sont données
par les expressiond\:h = (2*r*h / (Vo*(h+rp)))*A Vo

etA h = (b/(Mo*(h+rg)))*A b.

corrigé

conservation de I'énergie mécanigsemme de I'énergie
cinétique et de

I'énergie potentielle de pesanteur (origine chadiafini)
En |: % my? + GMm/H avec H2 = (1,57 R)? + (100 R)?

Au regard des valeurs numériques, le terme énpogantielle
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est négligeable au point |
6,67 10"*1,9 10’ m / 7 18 = voisin 1,8 16m
alors que le terme d'énergie cinétique vaut : 1#5n

En H: % mv2+ GMm / h ( G constante de gravitatioh et
OH)

d'ou : v =v2+2GM / h(1)

produit vectoriel rayon vecteur avec la vitesseouservation
du moment cinétique

Enl: bwy

en H : hv donc hv= \(2)

éliminer la vitesse de ces deux relati@@sdonne : v2Z=b2g/ h2
repport dangl) :va = b2vy / h2 +2GM / h
multiplier par h2 et diviser par /2
h2 =b2 + 25 h ou h? - 24 h - b2=0
résoudre I'équation du second degré en h
A=4 (1?2 + b?)
h = i+ racine carrée ¢t + b?)

l'autre valeur n'est pas a retenir car h doit @iperieur a R,
rayon de la planéte

application numérique

ro= 6,67 101,9 10/ 25 16 =5,07 10 m.
b=1,57*7 10=1,1 16 m

racine carrée ¢ + b?) voisin de :1,21 £0

h voisin de : 1,7 10m ( environ 2,4 fois le rayon R soit une

HUGUES SILA
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altitude voisine de 1,4 R)
La bouteille B suit la méme trajectoire que la navette .

Quant aux bouteilles Bt B; ,10 m/s est une valeur tres faible
devant 50 km/s : en

conséquence les bouteilles vont suivre a peu préag€me
trajectoire que la navette.

bouteille B :

en | le produit vectoriel entre le rayon vecteuleetecteur
vitesse s'écrit : 10pxbvy

conservation du moment cinétique : 18bvp= hyvs.
V. vitesse de passage en H
I'équation du second degré erslécrit :
hy2 - 215 hy -(10 X/ Vot b)2=0
bouteille B :

en | le produit vectoriel entre le rayon vecteuleetecteur
vitesse s'écrit : bgv10)

conservation du moment cinétique : B10)= hyv,.
VvV, vitesse de passage en H
I'équation du second degré ershécrit :

hy? - 2ip hp -b(1-10 /¢ )?>= 0

Oscillation d'une masse posée sur un plateawncours Orthoptie
Nantes 07
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Un plateau de masse mast relié a deux ressorts
verticaux identiques de constante de raideur leet d
longueur a vide §. L'origine O de I'axe z correspond
a la position du plateau lorsque les deux resserts .
sont ni tendus ni comprimés. !
|
. e : |
Exprimer la valeur de zy a I'équilibre en foncfion |
de my et k. Elle sera notée, z ;
o
A I'équilibre du plateau, le poids de cetiiineutralise = i
la tension des ressorts. = _"“ =
l:_,__-_:__ . "-'-'._.-_: k
L: : longueur du ressort & I'équilibre. | =
1L ™
myg = 2 k(Lo-L1) avec lg-L1= 7.
z:= myg/(2K).
On abaisse le plateau de sa position d'équililbreeddistance a (z z-a) el
on lache le plateau sans vitesse initiale.
Déterminer I'équation différentielle que doit satidaire zy.
Systéme le plateau ; référentiel terrestre galiléen.
Sur le schéma ci-dessous, le plateau est au desdagosition d'équilibre :
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T_T;L7h"_"=1£. _I_: .k(L I )_. i
M =k(L-Lo)u 2T4+m-o=m-a
1., M A 2T+m;g=m;a

Ecrire la deuxiéme loi de Newton suivant Oz :
-2k(L-Lo)-mg = my Z".

Or L-Lo=L-L1+L1-Lo =z - z. ( z : abscisse par rapport a la position
d'équilibre)

par suite -2k z + 2kizmyg = my 2" d'otiz” + 2k/m z. (1)

Z = 7y +z; : I'équation différentiellel() est vérifiée par.

Montrer que I'équation
horaire du mouvement du
plateau s'écrit : zy=a; cos

(ant+¢)+bs.

(1) est I'équation différentielle
d'un oscillateur harmonique.
solution générale est du type :

z = a cos(unt+¢) avecw; =
[2k/m4]”.

Z=2 12w =2-4,Zyw = &
cos(wt+¢) -z;.

Exprimer la pulsation ; et la période
T1 en fonction de k et m.
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Ty = 2oy ; T1= 210 [ma/(2K)] ™

A quoi correspond by.

A l'instant initial 2/(t=0 ) = -z-a ; 7(t=0)
=& cos¢ +by.

On identifie :a = & cos¢ etb; = -z.

Déterminer a; et ¢ a partir des
conditions initiales.

a = g cos¢ avec a amplitude positive
d'ou cosh =-1 soitp =1t

Zy = a cos(wt+T1) -7;.

Oscillations
d'un objet de
masse rpposé
sur le plateau

Exprimer la
nouvelle valeur
de zy a
i I'equilibre . Elle

| sera notéeyz

! A I'équilibre du
plateau et de la
charge, le poids

total neutralise la

— tension des
— 1 =k ressorts.
-

L, : longueur du
ressort a
I'équilibre.
(mytmy)g = 2
k(Lo-L2) avec lg-
L2: 2.

Zo=
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(My+my)g/(2K).

On abaisse le plateau de sa position d'équililomeeddistance a et on le
lache sans vitesse initiale.

Exprimer I'équation horaire du mouvement du plateaudans
I'hnypothése d'un contact continu entre I'objet et & plateau

wy : pulsation d'oscillation ;JI: période d'oscillation.

Méme calcul que ci-dessus le systeme étant legulatda charge : on
remplace mpar m+m, et z par 2.

zv = a cos(upt+1) -2.
Exprimer la pulsation wy, et la période T.
w = [2k/(M1+my)]”; To = 2wy ; To= 217 [(Ma+my)/(2k)]™
Condition de décollage
Dans I'hypothese d'un contact entre I'objet etdeepu,exprimer la
réaction N,(t) ( composante de la réaction suivant l'axe z) guéexle
plateau sur l'objet.

Systeme la charge de masse nréférentiel non galiléen : le plateau

Sur le schéma ci-dessous, le plateau se trouvesaus de la position
d'équilibre.

Avant décollage, dans ce référentiel, la chargeshimmobile : elle est
soumise a son poids, a l'action du support et &ame d'inertie.

-myz" | N, , ,
E] m,g+Nz—m,z"=0
m,g

Projection sur I'axe Oz : 49 +N, + (-mpz")=0; N, = my(g+z")

Or z" = W’ z ( dériver deux fois par rapport au temps z(t) ).
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Par suite : N=my (g -u»?z) avecz = a coquat+T)
N =m,g -ampoy” CoS(wpt+TY) = Myg +amuy? cos(uyt)

Montrer que cette réaction est la somme d'une corestite et d'une
fonction sinusoidale a expliciter

N, =mag -ampoy,” cos(t+T).

Montrer qu si a est supérieure a une valeur notér an, I'objet posé sur
le plateau décollera lors du mouvement

Dés que Ms'annule, le solide de massgagécolle : rag -aminiMyuy? COS
(apt+11).

Bmini,” COS(0pt+T) = g.
Exprimer amini €n fonction de g ety.
La valeur maximale de c@ext+10) est 1 d'0tamini = g/uy°.
Etude du cas : a >> a,.

A quel instant t' ( exprimé en fonction de ) et a quelle position I'objet
décolle t-il du plateau?

w” = Qlanin ; Nz =Meg [ 1-8/gin COS(wpt+T0)].
Au moment du décollage M0 soit : 1=a/gi, cos(wyt'+17)]
amin /a = cogupt'+11) ; Or a >> gini d'ou 0 = cogwyt'+17)
cos (372) = cos(wpt'+17) ; 312 =yt'+1T
t' =1/ (2w ) ; avecw, = 2rt/T, d'out’ =0,25T>.
Le décollage a pratiquement lieu au passage asitiggod'équilibre z

Quelle est l'altitude h atteinte par I'objeth sera exprimé en fonction de
k, g, m etm)?

On considere le systeme { plateau + charge + risskor
L'origine des énergies potentielles est prisegokition d'équilibre z

L'énergie mécanique initiale du systeme est sausdgotentielle élastiqt
: Em= 2*Yska® = ka? .
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Au passage a la position d'équilibre, I'énergieanégie est sous forme
cinétique En= Y2(m+my)v2.

La conservation de I'énergie mécanique conduit’a:2ka’/(m;+mb,).

Au point le plus haut, I'énergie mécanique de Ergh m est sous forme
potentielle de pesanteur y£& npgh.

L'énergie mécanique de cette charge, au momenéchlldge était :
EM2:1/2W}2V2.

Conservation de I'énergie mécanique :\f/#2g) ; h = ka”/((m+my)g).
h est comptée a partir de la position d'équilibré®ar rapport a O, I'altituc
atteinte est h-z
Donner I'équation horaire du mouvement du plateau apres dédlage de
l'objet.
Le mouvement du plateau est un mouvement sinusdédalilsatiorwy,.

L'abscisse initiale estz la vitesse initiale est v = a[2k/{my] .

On choisit comme origine de I'axe vertical la positd'équilibre z et
comme origine des dates, l'instant du décollage.

z(t) = A sin(unt+B) ; z(t=0) = 2-z; d'ou A sin B=2z-z; ; I'amplitude A n'est
pas nulle, donc B=arc sinfz; )/A).

Déterminer notamment I'amplitude d'oscillation du plateau en fonction
de a, 7, 2, m; et mp.

On choisit l'origine des énergies potentielles pdsition d'équilibre z

Energie mécanique du plateau au moment du décalBge=Y2mv>+k(z,-
2
Zl) .

Au point le plus haut, I'énergie mécanique est $ouse potentielle
élastique : k1=kAZ.

La conservation de I'énergie mécanique condukAf = Yamv>+k(z>-z; )2
A = [ my/(2k)V?+(z2-z1 )™ Or V* = 2k&/(my+my).
A = [ mad/(mi+my)+(zo-z1 )™

Déterminer I'équation qui permet de déterminer le emps t" au bout
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duquel I'objet retombe sur le plateat ( la résolution n'est pas demandée).
Pour le plateau : z(t) = A singt+B).

Pour la charge g1 chute libre avec vitesse initiale ¥ a[2k/(m+my]
vers le haut, et position initiale-z;.

On choisit comme origine de I'axe vertical la positd'équilibre z et
comme origine des dates, l'instant du décollage.

2" =-g; z'=v = -gt+y; z(t) = -Yagt + Vot + (2-20).
Lorsque la charge retombe sur le plateau :

A sin( ant"+B) = -Yag t2 + vot "+ (2-24).

travail et puissance

Une particule se déplace dans un champ de forces

F =§ﬁ+(z—x)j+(zzz — Xk

1 Suivant la trajectoire définie par les équations
paramétriques, dans le systeme des unités S:

PUISSANCE -3t ; y=2?; z=t-2

- 1. Calculer la puissance recue par la particule a

F_v l'instant t.

2. Quelle est la position de la particule lorsque
cette puissance est minimale?

travalil 3. Calculer le travail fourni par le champ de
forces entre les instants0s et = 2s?

N 4. Quel est ce travail si la particule est astreinte a
F —*d se déplacer en ligne droite de sa position a

vV t l'instant §=0 & sa position a l'instantRs?

Conclusions?

corrigé
puissance
Z-X =t-2 -3t = -2-2t ;

272-x = 2(t-2)2-3t = 2t2-11t + 8
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vecteur forcg25t2/3 ; -2-2t ; 2t2-11t + 8)

vecteur vitessedérivée du vecteur position par
rapport au temps

(3;4t;1)

puissance : produit scalaire entre vecteur force et
vecteur vitesse

P= 12,5 *2t2 + (-2-2t)*4t + 2t2-11t + 8
P=19t2-19t +8
la puissance passe par une valeur extréme (mini ou
maxi) lorsque sa dérivée par rapport au temps est
nulle ; soit 38t-19 =0 out=0,5s
at<0,5s, ladérivée est négative donc la potssa
diminue, passe par un minimum a t=0,5 s puis croit

pour t>0,5 s.

position de la particule a t=0,5 s

x=3*0,5=1,5,;y=2*0,52=0,5;2z=0,5-2=-1,5.

travailentret=0ett=2s

2 194 19¢
J'D (19719448 )i —————+8/p=28,667

si le déplacement s'effectue suivant un segment de
droite AB, le travail est égal a :

—_—
—_

F.AB

coordonnées de A ( position initiale a t=0) : @;;-2)
coordonnées de B (position finale a t=2) : (6 03 ;
vecteur déplacemeni(6; 8 ; 2)

vecteur forcg25t%/3 ; -2-2t ; 2t>-11t + 8)
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travail = produit scalaire vecteur force par vecteu
déplacement :
50 t2+8(-2-2t)+2*(2t2-11t + 8 ) = 56-88 t
at=2s, ce travail est égal a : 140 J
le travail dépend du chemin suivi, les deux valelur
travail étant différentes entre t=0 et t=2 s.
La force n'est pas conservative.
énergie potentielle
travail, puissangeénergie potentielle
L'énergie potentielle d'interaction entre les atemiene molécule
diatomique est donnée par I'expression du poteeidliorse :
E(r) =A(1-exp-a(r-¢) ).
r . distance variable entre les atomes, a : cotesfawsitive, § et A
1 . parametres positifs dont il faudra déterminesi¢mification
physique.
i 1. Quelle est I'expression des forces d'interaction
potentie ; : . : PR
| de moléculaires. Déterminer r, pour qu'il y ait éduié ? Cet
M equilibre est-il stable ?
orse 2. Retrouver ces résultats en utilisant I'énergierdathe.
. 3. Calculer I'énergie de dissociation de la molécule.
potentie 4. |'énergie potentielle d'interaction entre 2 nuckest
| de donnée par le potentiel de Yukawa soit : E(r) =/Bexp-
Yukawa r/ro. En déduire les forces d'interaction nucléaires.
5. Représenter les forces précédentes et les comparer.
corrigé
référentiel du laboratoire supposé galiléen
La force d'interaction moléculaire est conservagivdérive du
potentiel E(r)
HUGUES SILA EXERCICES CORRIGES DE MECANIQUE




364 http://sila.e-monsite.com
Fm(r) = -dE / dr = -2Aa exp(-a(iz)) (1-exp(-a(r-5))).
il y a un équilibre lorsque cette force est nullest a dire lorsque
I =rp.
ro représente la distance moyenne entre les deuxeatom
constituants la molécule.
I'équilibre est-il stable ?
-2Aa exp(-a(r-)) est négatif.
si r>ry, -a(r-p)<0 et (1-exp(-a(rd))) est posittif : & attractive.
si r<ry, -a(r-p)>0 et (1-exp(-a(rd))) est negatif : F répulsive.
Fm est donc une force de rappel vers la positionudiéce : celui
ci est stable.
I'énergie potentielle passe t-elle par un extrémium
on dérive I'énergie potentielle :
dE / dr = 2Aa exp(-a(rg)) (1-exp(-a(r-g)))
cette dérivée s'annule pour :1-exp(-ajj=0 soitr = p
t 0 fn +Co
dérivée - +
Energie A(l—ear” ¥ Ty O /"” A
potentielle
L'énergie potentielle passe par unminimum poug,fseg qui
correspond a un équilibre stable.
énergie de dissociation
travail fourni par un opérateur extérieur pour sépkes deux
atomes constituant cette molécule
oWop = -k, dr
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W=J: 2A¢ ‘af”nj(l—e‘*"‘”ﬁ)dpa[(l-e‘a‘i”nj)ﬂf =4

"

4

A représente I'énergie de dissociation de la médecu

Les forces d'interaction nucléaires sont consereatet dérivent
d'une énergie potentielle.

Fo(r)=-dE/dr

¥

_ Bty e
Fn p (1+ p )é‘

F. F,

%pulsiv;? attractive r

I\ﬂ\// @:
: r

les distances au niveau des molécules sont ded'ded10%m ;
les distances au niveau du noyau sont de l'ordd&en. A
court et moyen rayon d'action les forces nucléaoed
attractives, intenses lorsque les nucléons sorhpo

Les forces moléculaires sont attractives ou répessi

Soit une particule ponctuelle M de masse m gravada distanc
r =OM du centre d'un corps sphérique; elle est seai@une
- K-

= i
2 force attractive :f 7" Le poids de la particule estligégble.

1. Exprimer son énergie potentielle en fonction det Keer.
2. Latrajectoire de la particule étant circulaireceatre O,
force. montrer que le mouvement est uniforme ; calculer
attractiv I'énergie cinétique de la particule.
e 3. Calculer son énergie mécanique.
4. On provoque une diminution relative de*e 'énergie

en 1/r2 mé_cani_que. Que deviennent la vitesse et le rayda de
trajectoire?
5. La distance initiale est OMgrQuelles sont I'énergie
minimale et la vitesse qu'il faut lui communiqueup
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I'arracher de l'attraction du corps sphérique.

corrigé

on choisit un référentiel lié au coprs sphérique.

La force ne dépend que de la variable r. Cetteefdérive d'une
énergie potentielle s'il existe une fonction Egejue f(r) = -
dE/dr.
ou bien dE = -f(r) dr : il suffit de rechercher ymramitive de f(r)
E=-K/r + Cte
Lorsque la distance r devient trés grande cetteefet I'énergie

potentielle n'existent plus, la constante est prge a zéro
lorsque r tend vers l'infini.

acceélération

K Sy v K =
mf‘z e

la vitesse a une norme constante: le mouvemennédsrme
I'énergie cinétique vaut : Ec =%2mv2=K/(2r).

I'énergie mécanique est la somme des énergie e it
cinétique:

E= -K/r+K/(2r) =-%2 K/r

dérivée logarithmique de l'expression de I'énergie
dE/E =dr /r = -10.
dérivée logaritmique de Il'expression de la vitesaelv/v = -dr/r

dviv = -% dr/r = + 0,5 101a vitesse augmente
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arracher la particule de I'attraction du corps spé revient a I
fournir de I'énergie afin que son énergie totakaatme nulle.

énergie apportée par l'opérateur : Eop = %K/r
énergie cinétique qu'il faut lui fournir
amv2 =Y2K /g
d'ou v2= K/(mg)

Aurélie 05/06

d'apresconcours interne du ministere de
défense : spétialité Telecommunication.

Transformateur monophasé

Les indices 1 indiguent le primaire et les indi2andiguent le
secondaire.

La plague signalétigue d'un transformateur monaphatique !
36 kVA ;: 5000/ 240V ;50 Hz.

1. Rappeler la signification de ces indications etiéduire
les valeurs du rapport de transformation et desacusl
nominaux.

2. Au cours d'un essai a vide on mesuge 6000 V,
11v=0,7 A, By=500 W, Uy=240 V.

- Dessiner le schéma du montage a réaliser etsgresi
nécessaire les caractéristiques de certains afspdeei
mesures.

La résistance de I'enroulement primaire vaitiR3 Q,
calculer la valeur des pertes fer nominales.

3. Au cours d'un essai en court-circuit, on mesuyg=U
400 V, hc=6,0 A, Rc=700 W.

- Pourquoi faut-il éviter d'utiliser un amperemédre
secondaire pour mesuregl?

- Les pertes fer étant proportionnelles au carride
tension primaire, montrer qu'elles sont négligesable
court-circuit. Que représente alors la puissang€ P
- Calculer b
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- Calculer lI'impédance, la résistance et la réaetalu
modeéle équivalent du transformateur "vu" du secomada

corrigé

signification de ces indications :

36 kVA puissance apparente ; 5000 V : tension augaire ;
240 V tension a vide au secondaire ; 50 Hz : frAgaelu
courant.

valeurs du rapport de transformation m :

m = U,/U; = 240/5000 = 0,048 (_abaisseur de tension)

courants nominaux j; ES/U; =36000/5000 =7,2 A all, = m

soit b = Iy/m = 7,2/0,048 = 150 A.

@’: Oq@ <D

Figure 3

P,
(W) L
BOE

Figure 4

wattmeétre électrodynamigue ; ampéremeétre ferrontapme

valeur des pertes fer nominales :

la puissance absorbée a vide correspond aux mpmsde fer
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pr et aux pertes par effet JoulgR;1%1y dans le primaire.

p=Ri1?y = 1,3%0,72= 0,64 W

I'essai a vide permet de déterminer les perteslddas lorsque
la tension primaire est égale a sa valeur nomitedepertes
joule étant trés faibles, voir négligeables=Pv - p= 500-

0,64 =499.4 W.

Les pertes fer sont dues : - a I'hystérésis du maaté
ferromagnétique ; - aux courants de Foucault.

éviter d'utiliser un ampéremetre au secondaire pw@surer 4.

car l'intensité du courant débité par le seconda@st limitée

gue par l'impédance du secondaire ; Or celle-ait étas faifle,
l'intensité sera trés élevée.

Les pertes fer étant proportionnelles au carr@éderision
primaire, elles sont négligeables en court-circuit

lors du fonctionnement a vide ({* 5000 V) les pertes fer
valaient environ 500 W ; sous une tensigr400 V soit
5000/400 =12,5 fois plus faible, les pertes feosel2,52=156
fois plus faibles ; donc voisines de 500/156 =\®,2valeur tres
inférieure a 700 W.

la puissance R.représente les pertes par effet joule dans le
de cuivre.

Calcul de 3¢ =l1cdm =6/0,048 =125 A.

impédance, la résistance et la réactahcenodéle équivalent «
transformateur "vu" du secondaire :

impédance Z= mi}J1,.=0,048 *400/125 =0,15D.

résistance : R= Rl%¢. Soit R =R¢d 2= 700/1252 =0,048).

réactance : 72 = R2 + ( lw)? soit ( Lw)?2 = z2-R2 = 0,1542-
0,0452 =0,0217 ; X=tv =0,0217°=0,1479Q.

Mouvement d'un train : accélération, freinage, releement d'un
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virage concours kiné EFOM 1999

Un train comprend une motrice de masse M=50 tvea@ons ; chacun a
une masse de 10 t. Au cours du démarrage il ateeiritesse de 40 ni‘en
40 s.

Les forces de frottements représentent 100 N pereten mouvement. La
voie est rectiligne et horizontale.

Déterminer la force de traction, d'intensite constate, développée par I
moteur de la locomotive

Systeme : le train ; référentiel terrestre supmadiééen.

v mg

accélération = variation de la vitesse / duréeaftewariation
a=40/40=1 m §°.
Force motrice
F=f+ma avec m = 100 t = 1@g et f = 100*100 = 1ON
F=10'+10*1=1,1 10 N.

Un ressort de constante k=M m™ est placé entre le dernier et I'avant
dernier wagon.

Déterminer I'alongement x de ce ressort au cours da phase de
démarrage étudiée précédemment

Systeme : le dernier wagon ; référentiel terrestigposé galiléen.
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F+f+R_+mg =mi

n

F-f=ma

m = masse du dernier wagon : m = 10 t 2@
f=100*10=16N;a=1m#%
F=f+tma=16+10'=1,1 16N

allongement x = F/k = 1,1 16/ 1= 0,11 m =11 cm

Le train ralentit : le freinage s'exerce sur tassdssieux du convoi a raison
de 1900 N par tonne du mouvement. La voie estligrati, horizontale.

Déterminer la valeur algébrique de l'accélération & cours de
cette nouvelle étape

Systeme : le dernier wagon ; référentiel terrestigposé galiléen.

J\ —_—
R

frain n

F+f+R_+mg -ma

m‘ [N I {
- s ;?'J\Q

A
11}

-F-f=ma

i

W ??Ig

m=100t=10kg; f= 1oo*C1)500 = 16N ;: F= 100*1900 = 1,9
10° N

a=-1916+10")/10=-2m &

Déterminer I'allongement du ressort placé entre lelernier et I'avant
dernier wagon du train.
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+mg = m:

n

F-f=ma

m = masse du dernier wagon : m = 10 t 2@
f=100*10=16N;a=-2m#%.
F=f+ma=16-210=-1,916N
allongement x = F/k =-1,9 16/ 1= -0,19 m =19 cm

Le signe moins traduit le fait que le ressort eshgrime.

En négligeant les forces de frottement par rapgaxtforces de freinage et
en supposant que le travail des forces de freisageansforme
intégralement en chaleutéterminer la quantité de chaleur qui apparait
dans les freins d'un wagon sur une distance de freage de 100 m

Force de freinage ( supposée constante) sur unnnggymasse 10t: F=
190010 = 1,9 16N.

Travail résistant de cette force au cours d'unatégphent d =100 m :

W=-Fd=-1,916*10=-1,9 16 J.

Les freins comportent sur chaque roue un diqueed'de masse m=10 Kkg.

La chaleur massique de l'acier est c= 50031°". Si les disques n'étaient

pas refroidisguelle serait I'élévation de la température de cham de ce:

guatre disques d'un wagon au cours du freinage sua distance de 100
m.

Q=m cA®.

m = 40 kg : masse des 4 disques d'adié} ;; élévation de la température
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Q=1916J
A8 = Q/(mc) = 1,9 19/ (40*500) =95 °C.
Le train parcourt une courbe horizontale, circelad la vitesse constante
v=30 m.§". Le rail extérieur est & un niveau supérieur ppport au rail
intérieur ; la dénivellation est h=12 cm. De cé fairéaction des rails est
perpendiculaire aux axes des roues. Ces derniérsshissent pas d'efforts
latéraux. On donne g=10rif.s écartement des rails : d=1,44 m. Soit
I'inclinaison du plan des rails par rapport a ibontale ; cet angle étant
faible on peut utiliser I'approximation suivantae ta=sina.
Faire un schéma et représenter les forces exercées le train au cours
de cette nouvelle étape
avec r : rayon de la courbe.
Donner I'expression du rayon r de la courbe décriten fonction de g, h,
detw
sina = h/d voisin de ta, voisin dea (radian)
d'ott : h/d = (rg) soitr = v2d/ (hg).
r = 30° *1,44 / (0,12*10) = 900*1,44 / 1,2 = 900*1,2 = 106 =1,08 km
fige en rotation
travail, puissance, énergie
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Un solide poctuel M de masse m glisse sur une tige horizontzd¢te tige
tourne a la vitess@ constante autour d'un axe vertical Oz fixe. Les
frottements sont négligés.

On choisit un référentiet lié a la tige :

1. Exprimer I'énergie cinétique et I'énergie mécanidueolide.

2. Etablir I'équation différentielle du mouvement de Réut-on
observer des oscillations ?

3. Le solide M est alors relié a un ressort ( raideat de longueur a
vide ). Etablir I'équation différentielle du mouvemeReut-on
observer des oscillations ?

corrigé
Dans le référentie®lié a la tige, la vitesse du point matériel s'exyari

—

suivant Y= X1
I'énergie cinétique de M s'écriE; = %2 m x*2
La tige est horizontale, alors I'énergie potergidié pesanteur ne varie pas
et on peut la choisir arbitrairement nulle ( enmnair@ I'origine des altitudes

en O, origine du repére)

le référentiele n'est pas galilégril faut tenir compte des forces d'inertie :

F.=—-m2Qn vyg)
Eocelération
force d'inertie de Coriolis Comolis
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A z
m%’)
=mk

Gy

— —

F=2mox|j

La puissance de la force de Coriolis est nullef¢itee de Coriolis est
perpendiculaire au vecteur vitesse).

= — 2 -
F,=—-ma,=-m{-0"x1
Liecélération

. . N d’entrainement
force d'inertie d'entrainemer

La puissance de cette force, colinéaire au vesdiiéesse n'est pas nulle :
cette force dérive d'une énergie potentielle.

travail de la force d'entrainement :
W=FE.dl=mo°xi.dti=mo’xdx
I'énergie potentielle est I'opposé du travail :
dE, = -mu?x dx
Ep = -Y2mup@x? + Cte

On choisit I'origine de cette énergie potentiell@Bscisse x=0, dans ce
la constante d'intégration est nulle.

Energie mécanique de M~ m x'2-Yomu?x?

équation différentielle du mouvement de:M

en absence de frottement I'énergie mécanique pstarte ( la dérivée de
I'énergie mécanique par rapport au temps est nulle)

Pour obtenir I'équation différentielle du mouvemeatM, dériver
I'expression de I'énergie par rapport au temps.

dérivée de x2: 2 x" x'

dérivée de x2: 2 x X'
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w est une constante.
dou:2m2x"x' -%w?2xx =0
diviser par m x' chaque terme": -«? x =0.
La solution de cette équation différentielle estadorme :
X = A ch(t) + B sh¢ot)

A et B sont des constantes qui dépendent des comglinitiales, non
indiquées dans ce probleme.

Le mouvement ne peut pas étre oscillatoire.

A I'énergie mécanique précedente il faut ajouésreigie potentielle
élastique :

Epe = % k(x-b)2 + Cte

l'origine de cette énergie potentielle est prisaliscisse x | Dans ce ce
la constante est nulle.

L'énergie mécanique s'écrit alofg :m x'2-12muPx2 + %2 k(x-b)2.
celle ci est constante en I'absence de frottement

équation différentielle du mouvement de:M

la dérivée de I'énergie mécanique par rapportrapgeest nulle

Pour obtenir I'équation différentielle du mouvemeatM, dériver
I'expression de I'énergie par rapport au temps.

dou:%2m2x"X -%LR2XX +%Kk2(Xd)x' =0
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diviser par m x', supposée non nulle, chaque tente w2 x + k /m (x-b)
=0.

On posex? =k /m
X" - a? X +up? X = Klp/m
X"+ (0? - 0P) X =P I (2)
solution particuliere de I'équation avec second brem
Xe = G¥ lo / (L2 - WP).
On observe des oscillations autour de cette positiéquilibre siw? > o?

Dans ce cas, solution générale de I'équation ssrosd membre :

X, = Alms,.“'mﬁ — o't + Ajsingop — o't

La solution générale de I'équation différentiellpdst : % + x;.
A; et A; sont des constantes déterminées a partir destioorgdinitiales.

La période des petites oscillations de M dansflreétiel lié a la tige est :

2T

2 2

T=

Une planete bien particuliere

1. On considére un disque de rayon R d'épaisseur négligeable, de masse
surfacique 0. Calculer le champ de gravitation r en un point M d'abscisse
zo de I'axe Oz du disque d'ou I'on voit le disque sous I'angle Q.
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ry Z
)
Bty
o
Cowes
Le disque a maintenant une épaisseur h; on note p sa masse volumique.
Montrer que le champ de gravitation g0 au voisinage de O, sur I'axe Oz
est égal a:
h 2
=F2npE| —+]|1-.l—+1
gl:l P R R2
-sih/R =10 calculer g & 1% pres.
- une planéte de masse M= 61Ky, est supposée avoir la forme
d'un disque de rayon R, d'épaisseur h telle que bR, de masse
volumique r= 5500 kg/rh Le point O est au centre de la face nord.
Calculer h, R etg Comparer ga la valeur 9,8 mfs
- Comment évolue le champ de gravitation quant doigiee de O
en se dirigeant vers le bord du disque. En dédaipesition de
repos des habitants de cette planete.
On suppose que cette planete tourne autour de I'axe Oz avec une vitesse
angulaire w, de période T=24h.
- Comparer le champ de gravitation et I'accélération d'entrainement
dans la zone équatoriale (bord du disque)
- Dans quelle zone la position de repos vertical est-elle possible?
tir au but : Dans le repére ci dessous, le gardien G a pour coordonnées (0;
a); le ballon est au point B (0 ;-a). Le tireur communique au ballon une
vitesse initiale vy = 20m/s, dirigée vers O. On néglige les frottements de
I'air et sur le sol. 2a=11 m.
AT
k)
2a=11 o x
B
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- Montrer que le mouvement du ballon est décritipaéquations :
X" =wr+2wy' et y'=ur-20x'

- Déterminer les équations parameétriques du moureareposant
w=X+1Yy.

- Simplifier les équations sachant que le tempgalid du ballon

jusqu'au but est tel queT <<1.
- Calculer le temps de transit T et I'abscisse Xdiat ou la
trajectoire du ballon coupe la ligne de but. Corelu

corrigé

Le champ de gravitation est porté par I'axe Oz.

‘Z

Tous les plans contenant un diametre du disquaxet Oz sont des plans

de symétrie pour la distribution de masse. lls iemmient donc le vecteur

champ de gravitation qui est par conséquent cafméadeur intersection
c'est a dire Oz.

La contribution au champ crée en M par un petinélét de surface dS, de
masseodm, situé en P est :

48 = Go dS % —Gio mﬁ
PM

Phi?

z

g = chdmz =137 2m (1-cosa)i,

Au voisinage de Oy =90° et g voisin dey = Go21t, avec G constante de
gravitation.

Ce calcul est identique au calcul du champ créaipalisque
uniformément chargé en surface, en remplacantéy/phar G

La contribution de I'épaisseur dz de masse pdS dz au champ crée en M est :
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‘ Z
By tmm:E:}z:Rtanll:“dz:'.R-dgm
._I E Sl
i ‘Ej}/x) dg=Gpdz2nil-cosa)
B cos odo
"-._‘. e dg:GpE']'[lidZ +R o :I
. I .* . 31 AR

intégrer dz entre O et h
intégrer coada / sinta = - d (1/sim) entrea; eta;
g=0Cp2mh - G 2R ( 1/ sim, - 1/ siro ).
avec sim; = R (R2+ ) * et sina, =R (R2+ (h+2)) ™
au voisinage de Opz0 et g = Gp 21th - Gp 2n R (1+ h?/RZf-1).
mettreGp 2R en facteur commun :
go = Gp 2 R[ h/R+1-(1+ h#/R2¥]
on peut négliger le terme h?/ R2 du second ordvantel si h/R vaut I8
Oo Voisin deGp 2rth.
la masse de la planéte est celle d'un cylindregerr R et de hauteur h
M= 1tR?%ph avec R = 1®h, d'otl M =t 10°ph®
M= 10° *3.14*5500 K = 6 1G* kg

d'otl K = 0,347 16° eth = 70 kmetR = 70000 km

alors g = 6,67 10" *5500 *2*3,14*70 000 =0,16 m/s?

valeur trés inférieure a 9,8 m/s2.

Quand on s'éloigne du centrel®champ acquiert une composante rad
il devient radial sur les bords du disque.

rotation de la planéte :

Le champ de gravitation diminue lorsque I'on s'appe du bord du disqt
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L'accélération d'entrainement est égaléR.
T= 24 *3600 = 86400 s; fréquence : 1/86400 = 1,167 Hz
w =21 = 6,28 * 1,157 10 = 7,26 10 rad/s.
R= 70 000 km =7 10m
PR = (7,26 10 )2* 7 10 = 0,37 m/s2.
cette valeur est 2 fois plus grande gudep habitants sont satellisés.

La direction de repos est celle de la pesanteurpsdvectorielle de la
force de gravitation et de la dorce d'entrainement.

La force de gravitation posséde une composantéeaatiaine composante
radiale centripéte; la force d'entrainement esaladentrifuge.

lorsque la force centrifuge compense la composatiale de la force de
gravitation, un habitant occupe une position desammobile.

tir au but :

Au voisinage de O le champ de gravitation est atiainiforme. La force
de gravitation et I'action du sol se neutralisent.

Il reste la force d'entrainement de composanteXmmury)

et la force de Coriolis :

E oo = —2m(& 7 9)
de composantes : 20y et -2nux'.
en projection sur le plan (O,x,y) le principe forrdantal s'écrit :

X" = 0P X +20y' et y" =ry-20x'.

poser w = x + iy ; wW'=x'+iy' et w"=x"+iy"
faire la somme x"+iy" en partant des deux équatmmessus :

X"Hy" = wP(X+Hy) +20(y'-iX’)
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y-ix' = -3(y'-ix' )= -i(ly' = X') = -iw
W' =P W -2 iow'
W' +2 1 ow' - w? w =0,
éguation caractéristique associée : Zi+or -o? =0
=-iw
solution de I'équation différentielle du secondrerd
w= (A+ B t) exp (- iwt)
Les constantes A et B sont déterminées par lestcamglinitiales.
-ia = A (position initiale du ballon)
w' = [- 1 A+ B t) +Blexp (- iwt)

i Vo =-iwA+ B =wa +B (vitesse initiale du ballon) --> B= 4 wwa
A+Bt = -i a + i wt —wat
wW=(ia+iwt-wal)exp (-iwt)=(ia+iwt-wat) [cos(ut) -isin(wt ) ]
X = —wat cos(ut )+(a-wt) sin(wt )

y =(-a+wt) cosfut )+ watsin(wt )
si wt <<1 alors cos(t ) voisin de 1 et sind ) voisin dewt
X voisin de —wat + (a-\t)wt = -vowt2

y voisin de -a+wt + wrat?

le temps de vol est T=2a/vo=11/20=0,55s

|'abscisse du ballon au niveau dl;ll but est : X =726 10° *0,552 = -4 10
m

X est négligeable et le gardien ne doit pas bouger
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Relévement d'un virage, RLC triphase,
hydraulique : Venturi (ingénieur territotial 2009)

Mécanigque : relevement d'un virag..

Un train est composé de deux motrices de 34 tocimssune et de trois
voitures remorquéede 24 tonnes chacune. Chaque motrice dévelopg
puissance de 260 kW chacune.

Le démarrage sur voie horizontale rectiligne i % de la puissance
totale recue par le train et s'effectue en 20 sE®N

Calculer la vitesse ( en km/h) atteinte par le trai.
Energie acquise par le train = 0,8 * puissancerédu
E = 0,8*2*260 16*20 =8,32 16 J

Cette énergie se retrouve sous forme cinétiquev®arec m =
34*2+3*24 = 140 t = 1,4 Tkg.

v2=2*83216/1,416=118,9 ;v =10,9 m/s = 10,9*3,6 km/H38,2
km/h.

Calculer l'accélération supposée constante au coudsl démarrage

a=Av/At=10,9/20 = 0,5456;55 m &.
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La vitesse précédente étant maintenue, le trainai€gine courbe de 712
m de rayon.

Déterminer I'angle que fait le plan de la voie ferée avec le plan
horizontal pour que le virage soit entierement séaisé. Effectuer le
schéma des forces appliquées au centre de gravit@ng le plan
vertical (g =9,81 m?3).

v: | R‘v"
tana=——~a o
re mg
W
v2
m_
r

tana = 10,9/ (712%9,81) =0,017 ¢ =0,97 °

En déduire la hauteur approximative dont est suréléé I'un des rails
par rapport a l'autre, la largeur de la voie étant1,44 m

Soita l'inclinaison du plan des rails par rapport arihantale ; cet angle
étant faible on peut utiliser I'approximation suiteatana =sina.

sina=h/1,44;h=1,44sin 0,97 =0,025 M4 cm

Electricité : RLC triphasé.

On soumet une bobine ( résistance R, inductanéeulne tension
continue de 120 V. Le courant qui la traverse a patensité 1=3 A. Si ol
soumet cette bobine a une tension alternative gidake ( 230 V- 50 Hz)

le courant qui la traverse a pour intensité efica@75 A.

En déduire les valeurs de la résistance R, de l'indgplance réelle Z, de
I'inductance L et du déphasage de l'intensité parapport a la tension
aux bornes de la bobine
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En courant continu la bobine se comporte commeondwcteur ohmique
: R= U/l =120/3 =0 Q.

En courant alternatif, Iimpédance vaut : Z Z4R w)?)” avecw =
2*3,14*50 = 314 rad/s.

de plus Z = U / les = 230 / 2,875 80 Q.

Inductance R*+(Lw)? = Z2; (Lw)? = 22 -R* = 80%-40% =4800 ; Lo =
69,28 ; L =69,28/314 9,22 H

Déphasagel'intensité est en retard sur la tension d'uyie tel que tan
¢ = Lw/R =69,28/40 =1,732¢ = -60°.

Un condensateur de capacité C est relié en séielawbobine
précédente. L'ensemble est soumis a une tensematite sinusoidale (
230 V -50 Hz).

Le courant qui la traverse a toujours pour inténsfficace 2,875 A.

En déduire I'impédance réelle du condensateur et lealeur C de sa
capacité

Impédance Z de I'ensemble : 230 / 2,878D1).
Impédance complexe de I'ensemble= R + j(Lw -1/(Cw))
module de Z impédance réelle Z = fR- (Lw -1/(Cw))?]”* = 80Q.
Or [R? + (Lw)?] " = 80Q.
R? + (Lw-1/(Cw))? = R + (Lw)? ; (Lw -1/(Cw))? =(Lw)? ;
Lw-1/(Cw) = + Lwet Lw -1/(Cw) = - Lw soit 1/(Cn) = 2 Lw.
Impédance du condensateur :@ £ 2*69,28 = 138,56 :39Q.
Capacité : C = 1/(138,56*314P:3 10° F.
On place maintenant en série une résistance R'ohd@ et un
condensateur de réactance -69,28 ohms entre la firetde neutre d'une
alimentation triphasée ( 230 V - 400 V - 50 Hz)dizrgue I'on place la

bobine de la question ci-dessus entre la phaséezheutre.

A l'aide de la représentation de Fresnel, détermirrda valeur efficace
de l'intensité dans le neutre
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Impédance de la branche R' condensateur en: SBEq40+69,28)"=

80,44Q.

Intensité efficaceles= 230/80,44 =2,86 A

Déphasageintensité en avance sur la tensiondidn 69,28/40 =1,732 ;
¢ '=+60°.

Intensité efficace dans le neutr2, 86 A

Hydraulique .

De I'eau ( en gris sur la figure ) circule danguyau de Venturi de
diameétres 30 cm et 15 cm. Le manometre différemodjue h = 1,0 m,
distance C'D sur la figure. La densité du liguidenamétrique ( en noi

est de 1,25.

Calculer le débit de I'eau

On prendra g = 9,81 ni’s pour un tube de VenturiyFPg >0.
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C

.
Pc-Pp =Pc-Pp = Piiquide @h ; R-Pp =Pc-Pp = Peaudh ;

Pc-Pc=Pa-Ps_= (Diiquide - Peau)ah = (1250-1000)*9,81*1,0 =2452,5 Pa.

Conservation du débit volumique :

SaVa =S vgavec K =4 $ donc w =0,25 \s.

Relation de Bernoulli entre B et A, points danmi@&me plan horizontal.

YaDeal '8 + Po = YDeal’a + Pa ;

Eéfg = l/gzﬁiizg-_\/zé )21/20@[‘(V_25 -0,252 VZE ) = 1/2{)@ *0,9375\/25

0,5*1000*0,9375 % = 2452,5

V’g =5,23 ;% =2,29 m/s

Débit volumique : §vg = 3,14*0,075 *2,29 =0,040 i¥s =40 L/s

position instable - glissement - chute

Un parallélépipede rectangle droit, homogene, 8otde dimensions a, b,
c, de centre d'inertie G ,de masse m est posé furdl d'une table. Dans
cette position instable, il subit une action t&ble qui provoque son
basculement autour de O ,sans lui communiquertdesa initiale. Au
début du mouvement il n'y a pas de glissement diacion de la table

est modélisée par une forBe L'axe paralléle au bord de la table passant
par O est notd. Le moment d'inertie du solide S par rappaktest : J, =

m /3 [a?/4 +b?].

HUGUES SILA EXERCICES CORRIGES DE MECANIQUE|




388

http://sila.e-monsite.com

HUGUES SILA

Les grandeurs écrites bieu etgras sont des vecteurs.

ﬁr
R=Ni, +Ti,
X

: L
table i
h B

ol

Le solide est-il un systéme conservatif ?

Déterminer®' et8 " en fonction deb.

Exprimer T et N en fonction de.

Représenter T / (mg) et N/ (mg) en fonctiorBdéa = 10 cm et b
1lcm).

Le solide S commence a glisser péur 174. Quel est le
coefficient de frottement noté f.

6. Chute du solide S

A partir du moment ou le solide S commence a gliskquitte
rapidement la table et son mouvement est une tbute
Déterminer la valeur d& pour6 = 17/4.

- Les frottements sont négligeables ; montrer guaduvemente
G, centre d'inertie du solide, s'effectue danslan pertical.

- La vitesse de rotation reste-t-elle constante ?

- Déterminer les équations horaires du mouveme@.den
déduire le temps de chute si h=0,8 m.

- De quel angle a tourné le solide S lorsqu'il teuke sol ?

PN PE

o

corrigé
relation entred et ':

systeme étudié : le solide S ; référentiel galiléea la table.
Tant que le solide S ne glisse pas, la puissantadai®n de contact avec
la table est nulle ; le systéme est conservatiéeergie mécanique de ce
dernier est constante.

énergie mécanique a la date t = 0, solide a ptdagable @ =0°) :

la surface de la table est choisie comme originkedergie potentielle de
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pesanteur ; l'altitude du centre de gravité dudsadist Y2 b et I'énergie
meécanique vaut :Ng=% m g b.

a une date t ( rotation d'un an@lég
altitude de G %2 b sth: énergie potentielle de pesanteur : %2 m g I8 cos
vitesse angulair@' ; énergie cinétique : Y2 &' 2
énergie mécanique yE¥%2mgb co8+% L 0'2
conservation de I'énergie mécanique : ¥2m g b =4nco$ +22 ) 6' 2
0'2=mg/d4b(1l-co®).

relation entreéd et " :

8 = [mg/ } b(1-co®)]™
dériver@' par rapport au temps : la dérivée de 1@€wvaut : sin6 6 .
0" =%[mg/Jbsin68'][mg/ & b(1l-co® )™
0" =%2mgb / 4 sin®.

théoreme de la résultante dynamique

‘ N

T 67 3
tible I /
w
mg\ ii,

-

sur l'axeu; : N-mg co$ = - m ¥2b6' 2

le signe moins vient du fait que l'accélérationnmale est dirigée vers O,
en sens contraire de 'axe.

avect' 2=mg/ 4 b(1-co®).
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N = mg co® - ¥2 m2b2g / 4 (1-coP).
sur l'axeug : -T + mg sinB = m % b"
avect" =¥2mgb / 4 sin®.
T = mg sinB -m2gb? / (44 )sin® = mg sinB[1 —mb2 / (44 )].

or J=m /3 [a?/4 +b?] avec a = 10 b alors le terme {3, ) est
négligeable devant 1.

T voisin demg sinB et N voisin deng co$.
T / (mg) voisin de si® et N / (mg) voisin de cds.

glissement

le glissement apparait quand la norme de T deegaie au coefficient ¢
frottement f fois la norme de N

T =f N soitf=T /N voisin de tafi voisin de 1.
chute:

Des que le solide S commence a glisser, il perthcbavec la table et S
est en chute libre.

0'(6=1v4) =8'y = [mg / J b(1-cosfr4 ))]*=[0,293 mbg / 41"
Ja=8,66 10° m ;69 = [0,293 *0,01*9,8 / 8,66 1] =5,75 rad/s

plan de chute considérons l'axe Oz perpendiculaire au plan diguae

la relation fondamentale de la dynamique s'écdatci axe Oz : 2" =0 ;
par intégration z' = Cte or la composante de kesgi initiale est nulle sur
Oz : par suite z' =0 et par intégration z = Cte.

le mouvement s'effectue dans le plan Oxy.
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vitesse de rotation :

dans le référentiel barycentrique lié au solidéhé&réme du moment
cinétique s'écrit :

Le moment du poids est nul dans ce référentiel ddft = 0 soitd' = Cte
= 9'0.

égquations horaires du mouvement de G :

¥
accélération a( 0;-g ; 0)
¢ Vitesse initiale vy (Y200'gcos (V4) ; -Y2lB'ocos
z wd (174) ; 0)
i?,] o position initiale :OMg (0,5 b cos1#4) ; 0,5 b sin

(174) )

le vecteur vitesse est une primitive du vecteuékgcation:
v ( ¥2lB'ocos (v4); -gt -Y2l®'scos (V4) ; 0)
le vecteur position est une primitive du vectetesse :

OM ( x = %l®'gcos ([v4)t +0,5 b cos1fd) ; y = -¥2gt? -2B',cos (V4) t +
0,5 b sin {v4); 0)

or ¥2lB'ycos (v4) =0,5 * 0,01 *5,75 *0,707 = 0,02
or 0,5 b sin(/4) = 0,5*0,01*0,707 = 0,0035

durée de la chute

le second terme et le troisieme terme dans I'egmesle y sont
rapidement négligeables devant %2gt? et la duréde deute est voisine de

-h = -%4gt? soit t2 2h /g= 2*0,8 / 9,8 = 0,163 d'ou t&4s

de quel angle a tourné le solide ?

8 =060 +06'¢t =174 + 5,75*0,4 =3,08 rad
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champs utiliser les symétries des
distributions

champ électrostatique

une distribution de charges posséde :

un plan desymétriell si pour tout élément symétrique on a des charges
identiques.

un plan dantisymétrid1' si pour tout élément symétrique on a des che
opposées.

symétrie antisymétrie

Une distribution esinvariante par translatiosi elle reste inchangée par
translation : le champ ne dépend pas de la varable

Une distribution estnvariante par rotatiosi elle reste inchangée par
rotation autour d'un axe : le champ ne dépend pdiamgled.

le champ électrostatigue est contenu dans un @aymétrie

perpendiculaire a un plan d'antisymétrie

fil infini uniformément chargé tout plan perpendiculaire au fil
est plan de symétrie

ligne chargée
tout plan contenant le fil est plan

= de symétrie
/ D /
E invariant par translation le long

du fil et invariant par translation
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le long du fil :

donc le champlépend de la

distance OM
disque uniformément charge
TE tout plan contenar est plan de
I symétrie

le plan du disque est plan de
symeétrie.

invariant par rotation autour de
i l'axeA :

donc le champlépend de la
distance OM

sphére uniformément chargée en
surface ou en volunte

tout plan passant par le centre est
plan de symétriechamp radial

invariant par rotation autour de
tout axe passant par le centre O :
donc le champlépend de la
distance OM

le plan perpendiculaire a l'arc et
contenant la bissectrice est plan
de symétrie

champ magnétique

le champ magnétique est contenu dans un plansjaréirie

perpendiculaire a un plan de symétrie de la distioin de courant
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tout plan perpendiculaire au fil est

fil ou cylindre infini parcouru par t plan d'antisymetrie
courant uniforme

tout plan contenant le fil est plan
I symétrie

B invariant par translation le long de
o l'axe et invariant par translation le
ﬁ[ I ;/ long de laxe :

| donc le champlépend de la
distance OM

tout plan paralléle &jest plan de
symétrie

plan infini parcouru parsjuniforme:

tout plan perpendiculaire ggst
i T+ plan d'antisymétrie

- le plan lui méme est plan de

/ / symétrie
X

invariant par toute translation
suivant § et pour toute translation
perpendiculaire &j

Spire ou anneau parcouru par un .
courant uniforme I'axe du systeme est axe de sym

le plan de la spire est plan de
igi symétrie

I tout plan contenant I'axe de la sg

n';' est plan d'antisymétrie
systeme invariant par rotation

\ autour de l'axe.

tout plan contenant I'axe est plan
d'antisymétrie donc le champ
magnétique est porté par l'axe.

solénoide infini

invariance par rotation autour de
l'axe

invariance par translation
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1

oscillations

amortissement

HUGUES SILA

suspension d'un véhicule

wn

La suspension d'une voiture automobile, de
masse M=600kg est schématisé par un ressort
de raideur k. On constate que les roues, dont on
négligera la masse, quittent le sol lorsque la
voiture est soulevée d'une hauteur h=30cm.
Déterminer:

La raideur k du ressort.

L'équation du mouvement verticale, ainsi qu
période des oscillations verticales de la voiture
a vide.

Que devient la période avec 4 passagers de
masse totale m=300kg.

On ajoute a la suspension précédente un
amortisseur qui crée une force de frottement
proportionnelle a la vitesse verticale f = -bv.

A vide, le régime d'amortissement est critique.
Ecrire I'équation du mouvement vertical.
Déterminer b.

Lorsque la voiture contient 4 passagers, quelles
sont

- I'équation du mouvement vertical.

- La pseudo-période T', la comparer a la
période propre de l'oscillation non amortie.

On donne g=10m’s

corrigé
raideur du ressort

poids du véhicule : 600*10 = 6000 N

hauteur : h=0,3 m

raideur k= 6000/ 0,3 2 10" N/m.
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période:

I'extrémité supérieure du ressort est soumise alspo
du véhicule et a la tension du ressort.

la relation fondamentale de la dynamique s'éeniz"=
mg -K(l-lo)

l'origine est choisie a la position d'équilibre= lgqui+ z
K(I-lo )= K(lequrlo + 2 ) = mg + kz
par suite : mz"=-kz oa" + k/m z =0

les solutions de cette équation différentielle stmta
forme z = A cos¢yt+¢) et le mouvement est
sinusoidal de pulsatiomy= racine carrée (k/m) = (2
10*/ 600)%° = 5,77 rad /s.

la période vaut : &= 21t/ wyp =6,28 /5,77 = 1,088 s.

avec 4 passagers la pulsation devient : (2 900)°°
=4,714 rad /s. et la période : 1,33 s.

amortissement régime critique

I'équation différentielle ci dessus s'écrit : Z/mtz' +
k/m z =0

eéguation caractéristique : r2 -b/m w42 =0
discriminant A =(b/m)2-4x,2 ;

régime critiqueA=0 d'ou b2= 4km et b=2 racine
carrée(20000*600)= 6928 kg /s.

amortissement régime pseudopériodique
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A =(b/m)>-4x? = 4[(b/(2m))*4n? |

le discriminant de I'équation caractéristique ésfatif
si m est égal a 900kg au lieu de 600kg

le mouvement est sinusoidal amorti de pseudo
pulsationw telle que :

w? = wyp? -(b/(2m))? = 4,7142-(6928/1800)? =22,22-
1481 =7,41

w = 2,72 rad/s et la pseudo période T ' vaut 6,28/2,
2,3s

roulement ou
glissement sur
un plan incliné

Une roue pleine et homogéne de
masse M, rayon R, centre G,
roule sans glisser sur un plan
incliné d'anglen. Nous prenons
pour axe OX orienté vers le bas
la droite formée par les projetés
de G sur le plan incliné. La roue
reste verticale. Soit X(t) I'abcisse
de A et de G sur OX, avec X=(
t=0. On se propose de > trouver
1 I'accélération Ax de son centre
de masse en appliquant a la roue
les principes de la dynamique

théorémes de [gJ€s solides.
mécanique du
solide

1. Ecrire le théoreme de la
quantité de mouvement
en déduire deux relations
reliant les composants T
et N de la réaction R du
plan, au poids mg de la
roue et a l'angle.

2. On ale droit d'écrire le
théoreme du moment
cinétique par rapport au
point G.
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a) En déduire une
troisieme relation reliant
Ta l'accélération
angulaire dydt.
Retrouver la valeur de #
en fonction de g et de a
partir du théoréeme de
I'énergie cinétique.

b) Donner la valeur de T
et N en fonction de mg et
a. A partir de quelle
valeur dex la roue ne
peut elle plus rouler sans
glisser si le coefficient
dynamique est 0,57?

corrigé

La roue est soumise a son poids,
a l'action du plan décomposée

une action

normale au plan N et une action
paralléle au plan T, de sens
contraire a la vitesse.

somme vectorielle des forces =
masse fois vecteur accélération

de G

sur un axe perpendiculaire au
plan l'accélération est nulle (pas

de décollage)

N =mg cosx (1)
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sur un axe parallele au plan
orienté vers le bas:

-T + mg sinad = m Ax (2)

le signe moins traduit une force
de freinage

théoreme du moment cinétique
en G, centre d'inertie de la roue

T* rayon= | dw/dt avec | = Yom |
roue cylindrique pleine.

=% mr do/dt avec Ax =r
dw/dt soit T = %2 mAX3)

les moments des autres forces ,
poids et N sont nuls car leur
direction
rencontrent I'axe de rotation

repport ci-dessus €R)

-1o2mAx + mg sino = m Ax d'ou
Ax =2/3 g sina etT = 1/3 m(
sina.

il n'y a pas de glissement tant
T inférieure ou égale a f N

1/3 mg sina <= 0,5 mg cost
tana <= 1,5 soitn <= 56,3°.
retrouver l'accélération de G a

partir du th de I'énergie cinétique

au départ , pas d'énergie
cinétique, la vitesse étant nulle
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aunedatet: Eg =amvz+ 1
[P,

avec I=¥2 mr2 eto=v/r d'ou : Ec
fin = Y2 mv2 + Y5 (Yamr2 v2 [ r2)=
0,75 mv2

variation d'énergie cinétique :
0,75 mv?

seul le poids travail tant qu'il n'y
a pas glissement

W poids = mg AB sin.

par suite 0,75 mv2 = mg AB
sina.

vz =2(2/3 g simt ) AB

relation du type : v2 = 2Ax AB
alors Ax = 2/3 gsirm.

solide en rotation autour d'un axe

fixe

Capes physique appliquée 92

On considére un solide ayant la forme d'un cylirdiet, homogene ( de
masse volumiqup constante), de rayon R, de hauteur H, de mas#eest.
supposé constituer le rotor d'une machine tourn&@rieappelle J son
moment d'inertie par rapport a son axe de sym&trige solide est mobile
autour de son axe de symétrie D qui coincide dare Vertical fixe Oz d'u
référentiel supposé galiléen.
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A =

\J/

/__,——F
& \—__

r_.lv S
kJ
=

A 8
¥ l\-—__

S'il est soumis & un couple de momT =Tk , celuira sepposé
moteur lorsque T est positif, résistant dans lecoadraire. La rotation de «
cylindre par rapport a une position d'origine egtarée par lI'angke(t) .
Elle est positive pour une rotation effectuée darsens direct. La vitesse
de rotation du solide est donc donnée par la oglabi(t) = do(t) / dt =0'

1. Etablir I'expression du moment d'inertie J de ce solide par rapport a son
axe de symétrie A en fonction de m et R. Application numérique : R=5
cm, H= 15,5 cm, J= 0,012 kgm?. En déduire la masse volumique du
matériau utilisé.

2. Ce solide est soumis a un couple moteur constant de moment T, et a un
couple résistant, de type frottement fluide, ayant un moment de la forme
T, = -AW.

- Etablir I'équation différentielle dont w (t) est solution.

- Intégrer cette équation sachant qu'a I'intant t=0, la vitesse du rotor est
nulle. On introduira la constante de temps T caractéristique de ce systeme
et la vitesse angulaire limite wy, ( le nombre de tours/ minute
correspondant est noté ng) théoriquement obtenue au bout d'un temps
infini.

- Tracer la courbe représentative des variation de w(t).

- Vérifier que la tangente a I'origine coupe I'asymptote au point d'abscisse
t=T.

- application numérique : T, =3 N m; ng= 1500 tr/min ; en déduire la
valeur de la grandeur A, de la constante de temps T et de la puissance
mécanique P, exercée par le couple moteur en régime permanent.

3. On suppose maintenant que ce rotor soumis au couple moteur constant
de moment T, et au couple de frottement fluide de moment T,, tourne
depuis tres longtemps a la vitesse angulaire limite wy. A I'insatnt t=0 on
annule brusquement le couple moteur précédent. Le solide n'est alors
soumis qu'au couple résistant. Donner la nouvelle expression de w(t) . En
déduire I'expression du nombre total N; de tours effectués avant arrét.
Calculer Nj.

4. On suppose a houveau que ce rotor soumis au couple moteur constant de
moment T, et au couple résistant de moment T, tourne depuis tres
longtemps a vitesse angulaire constante . A l'instant t = 0 on annule
brusquement le couple moteur et on applique un frein qui exerce un
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couple de moment T; que I'on supposera constant ( et négatif).

- Donner la nouvelle expression de w (t) .

- En déduire le temps t, que dure le mouvement ainsi que le nombre de
tours N, effectués avant arrét.

- application numérique T;=-1 N m; calculer t, et N,.

corrigé
Expression du moment d'inertie par rapport a un axe :

en coordonnées cylindriques, le volume élémentstelv = rdrgdz
J= ”rzdm = ”.I-rzp v
oylirudre cylivudre

e[ sl

Exprimons la masse volumique en fonction de la massles dimensions
du cylindre :

volume :TR?H ; masse m ; masse volumique m / (TiR2H)
repport dans I'expression de J : J7#:m R/ ( IR2H) =% mR?

application numérigue

m =2J/R2?=2*0,012/0,052=9,6 kg
volume : 3,14 * 0,052 *0,155 = 1,216 i@n’.
masse volumique : 9,6 / 1,2168 7889 kg /nf

c'est la masse volumique du fer.

Le théoreme du moment cinétique appliqué a un solide en rotation autour d'un
axe fixe s'écrit :

J dw/dt = Tp-Aw soitJw + Aw = Tr.(1)
solution générale de I'équation différentielle ssesond membre :
w=Aexp (-At/J)
solution particuliere de (1) : la vitesse limite @s) = T,/ A.

solution générale de (1)x:=A exp (-At/J) + T/ A.
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déterminer la constante sachant qu'a t=0 la vitesgelaire est nulle
0=A+T/AdoUA=-T/A
par suite w ()=T,/ A[ 1- exp ( -At/ J) |; constante de temps= J/A .
la tangente a l'origine a pour coefficient directe{@dw/dt) =0 = wy /1.
cette tangente coupe l'asymptatecwy a I'abscisse t &

application numérigue

wyp = 1500 /60 *21= 157 rad/s.
A=3/157 =0,019 N m rad
1=0,012/0,019 = 0,631 s.

puissance mécanique ( en régime permanent ) ddecoggeur : R = Ty,
W= 3*157 =471 W.

courbe représentative des variationsuxde

& o
iy J.f

t

g

T

Le théoreme du moment cinétique appliqué a un solide en rotation autour d'un
axe fixe s'écrit :

J dw/dt = AwsoitJw + A\w=0
solution générale de I'équation différentielle :
w=Aexp (-At/J)
déterminer la constante sachant qu'a t = 0, lasét@ngulaire esty =T/ A

A= Tof N. d'OU (D)=To/ A exp (-At/J)
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avant arrét le moteur effectue une rotation d'afglesl que:

8, = I:o:. dt= .Lmo:uueé dt :[—muze§:| :

i

nombre de tours avant arrét; &0 1/ (2M) = w1/ (2M)
N, =157 10,631/ 6,28 = 15,7 tours

Le théoréme du moment cinétique appliqué a un solide en rotation autour d'un
axe fixe s'écrit :

J dw/dt = Ti-Aw soitJw +Aw = Tt.(2)
solution générale de I'équation différentielle ssesond membre :
w=Aexp (-At/J)
solution particuliere de (2)w= T¢ /A.
solution générale de (2 =A exp (-At/J)+ & /A. .
déterminer la constante sachant qu'at = 0, lasét@angulaire esl =T/ A
o = A+ Ti/ A. d'ou A=y -T¢/ A.
W ()=(wp -Te/ A) exp (-At/ )+ T /A .
alarrétw=0
O=xwp-T/AN)exp(-t/t)+Ti/N.
remplacerwy par T/A et multiplier par :
“Te/ (T Tr) =exp (-4/t)
In[Ts/ (Te-Tm)]=-k /T
tb=1In[(Te-Tm )/ Ts).

application numeérique 3 &£ 0,631 In [(-1-3) / (-1)] = 0,631 In 4&874 s

nombre de tours effectués avant l'arrét :

HUGUES SILA EXERCICES CORRIGES DE MECANIQUE|




405 http://sila.e-monsite.com

62:(Tft2+TTm)/}\.

N, =0, / (2m)= (-1 *0,874 + 0,628 *3) / (0,019*6,28)8:46 tours

Oscillateur mécanique vertical

Le sismographe se compose d'une masse M reli@éessort de raideur K
de longueur au repog L'extremité du ressort est attaché en un poxet fi
du référentiel Rdu laboratoire que I'on suppose galiléen. On eefger
mouvement du centre de masse M du bloc par sogaion x(t) mesurée
a partir de la position d'équilibre de I'ensemblesprt + masse.

1. Schéma les forces en présence

poids: vertical, vers le bas, appliqué au
centre d'inertie, valeur : mg
T

tension du ressortverticale, dirigée
T+P=ma vers la position d'équilibre, appliquée
point de fixation masse ressort, valeur
proportionnelle a la déformation du
ressort.

=
1

2. Appliquer le principe fondamental de la dynamig@eine loi de
Newton) pour établir I'équation du mouvement

écrire cette loi sur un axe vertical dirigé verd#es ; I'origine de

I'axe est la position d'équilibre stable du systémasse ressort :
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il
7

L 3

v P

L écarté de sa

position
< d'équilibre le
ressort oscille :

lﬁ mg-k(L-l)= m

d2x/dtz

1y

a l'équilibre : mg = K(kgLo)
mMg-k( Leq*+x-lo)=
m d2x/dt?

mg-K( Leg-lo) - kx
=m d2x/dt2 ; or
mg = K(LegLo)

m d2x/dt2 + k
x=0 (1)

3. Pulsationuy (rad §) :
o = [k/m]” d'oll I'écriture de (1) : d2x/d2a’o x = 0 oux" +ufg X
=0. (2)
4. La solution de cette équation peut se mettre sot@inex(t)=A
cos(Bt) ou A et B sont des constantes positivesnudies :
Calcul de B pour que x(t)=AcosBt soit solution ejliation
différentielle.
dériver deux fois par rapport au temps :
x' = AB (-sin (Bt) ; x" = -ABcos(Bt)
repport dans (2) : -ARos(Bt) +u’oA cos(Bt)=0 ; B=uy

On éloigne la masse de sa position d'eqaélidune quantité d, or
donc a t=0, x(0)=d ;
a partir de cette condition initiale,on détermiaednstante A en
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fonction des données du probléme.
X(t=0)=A cos(0) = d soi\=d.

Le mouvement de la masse est un mouvement reetifignusoida
sans amortissement.

5. On considere que le mouvementa@siorti par un frottement
visqueuxde coefficient f. On précise alors que la force de
frottement visqueux est proportionelle a la vitesse

écrire
cette loi
Sur un axi
vertical
dirigé
vers le ba
; I'origine
de l'axe
est la
position
d'équilibre
stable du
systeme
—_ T masse
ressort :

mg-k(L-
. lo)-2Av=
f=-%v Y 5 m d2x/dt?

T+P+f -ma Mg-k( Leq
+X-lg)-
K'v=m
d2x/dt?

Mg-K( Leg
-lg) - kx -
K'v=m
d2x/dt? ;
ormg =
K(LéqLo)

m d2x/dt2
+k'v + k
x=0 avec
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v = dx/dt
=X

m d2x/dft:
+k'x' + k
x=0(3)

6. (3) peut s'écrire : d2x/dt2 +k'/ m x' + k/ m x=0
or w% = k/m ; on poseR= k'/m ;
d'odr :d2x/dt2 +2 X' + w’o x=0 (4)
Dimension de\ :

d2x/dt? a la dimension d'une acczélération (m/s?ien : [d2x/dt?]=
LT
chaque terme de la somme de I'équation (4) a @oditriension
d'une accélération
de plus x' ou dx/dt a la diension d'une vitessés) soit [x]=L T™.
[2Ax]=L T2; [x]=L T; d'ou[A] = T (inverse d'un temps)
7.
8. En fonction du signe du discriminafiies solutions de cette
éguation som:
X" +2\ X' + w’o Xx=0
équation caractéristique associée : M+’ =0
A=4(\*- o)
SiA <0: pulsationu? = wp? -A2
solution: x = B exp( At) sin (t+¢), régime pseudopériodique (
amortissement faible)
SsiA=0:r=-A;solution: x = (At+B )exp( At) ; régime critique.
SIA>0:r=A+wW;Nn=-AW;
solution: x = C; exp( it) + G exp( kt) ; régime apériodique.

41

............................

O S e froeiee s e

pseudo-périodiqu

...........

t(s)
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9. Vérifions que x(t) est solution de I'équation diéfitielle: ( siA>0)
dériver par rapport au temps x'(t) T 1exp( rt) + G roexp( kt)
dérivée seconde : x"=1@%exp( kt) + C, r2exp( bt)
repport dans x" #2x' + wy x=0
C1 rP1exp( k) + C; rP2exp( pt)+2\[Cy exp( nt) + G raexp( b
D]+ wo[C1 exp( ) + C exp( Bt)]=0
[ rP+2Ar+ o ]Caexp( i t) + [ P+ 2hrz+ wip]Caexp( k1) =0 (5)
Or [ P1+2hr + 6%0] = [ PP+ 2Ar+ who] =0
(5) est donc bien vérifiee quel que soitt : x me®p( kt) + C exp(
r,t) est bien solution de (4)

oscillations forcées- résonance

oscillations libres

oscillations forcées

résonance d'amplitude

&

lzlg
<

=-2hv

iy

By

oscillateur

harmonique
amortissement faible :

a I'équilibre : mg = k(k scarté de sa
Lo) - . L
position régime pseudopériodique
d'équilibre le
ressort oscille
€g. différentielle : x"

équation
différentielle : x" +20 X'+ X =0
+up?x =0

pulsation: w? = wy? -02

pulsation propre aveca =A/m
2=k /m
solution: x = B exp( at)
solution: x = B sin (wt+d)
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sin (t+d)

oscillations forcéesle support et la masse m sont en mouvement

% =R cos (524)

relation fondamentale de la dynamique projetéaislaxe verticale vers
le bas :

mx" = mg - 2 X'-K( Le + X-X1-Lg)

ormg =Kk(Ls-Lo) ; mx"=-2A X" -kx + kX ; X"=-2A/m X" -kimx +
k/le;

X" +2a X'+ ap2X = kimXyycos Qt) (1)

la solution de I'équation sans second membre esitim
exponentiellement : elle correspond a un régimesttaire.

La solution particuliére correspond au régime peena
On se place au bout d'un temps suffisamment long guae le régime
permanent soit atteint : la solution de I'équatians second memnbre est
alors négligeable devant la solution particuliere.
I'excitateur force l'oscillateur a osciller a laduence de I'excitateur.
X =Xmcos Q t+d)

ou encore en notation complexg =X, exp(jp) exp (L t).

dérivées : X= Xm exp(pp) jQ exp(jQ t) ; X" = Xy exp(jp) (—Q2) exp(jQ t)
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repport dangl) :

-Xm exp(ip) Q2 exp(jQ t) +20 Xm exp(ip) jQ exp(iQ t) + wo* Xm exp(ih)
exp(jQ t)=k/mXyyexp(Q t)

simplifcation par expQ t) :
Xmexp(ip) (w2 —Q2+2a jQ ) = kimXym

Xm (002 —Q2 +20 jQ ) = k/mXimexp(-jp)

v - e tan g = Emﬁg
£2% — g

i [(mg —Qrf +4uﬂgﬂ%

résonance d'amplitude ( d'élongation , de "ten3ion"

pour quelles valeurs de la fréquence de I'excitatamplitude du
résonateur est-elle maximum ?

dériver X%, par rappot & en posant u w2 -Q2)2 +4a2 Q2] °° soit dX,
/ dQ = k/imXyw (-0,5 u' u™?).

u' = (? —Q?)4Q +802 Q = 4Q ( w? —Q2 +20?)
s'annule pouf=0 et Q%= wy? —202. (wy? —202 doit étre positif

de plus Xm tend vers g% quandQ tend vers zéro eém tend vers 0
quandQ tend vers l'infini.

donc lI'amplitude X% passe par une valeur maximale quedd wy? —202.

Eim
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HUGUES SILA

Q : facteur de qualité Q & / (2a)

valeur maximale d'autant plus grande (résonancéegigue
I'amortissement est faible.

bande passante

ensemble de pulsation telles que la valeur de liaidp X, soit
supérieure a 0,707 fois la valeur extremale.

F

L fradrs)

2 .
wy — 20

déphasage
tan¢ = 20Q /(Q2-0x?)

la dérivée par rapport@ est négative :ql/ dQ = [20(Q2-w? )
-40Q7/(Q2-ux?) 2

la fonction donnant le déphasage est décroissanbeadr, en passant p:

‘Yot a la résonance.

I'élongation est en retard sur I'excitateur.

2 2
L@ J‘mu - 2o 3 { vadis)
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changement de référentiels

le mouvement d'entrainement est une translation

le mouvement d'entrainement est une rotation

Un disque de rayon r tourne uniformément autowsaleaxe, a vitesse
angulairew, dans le sens indiqué sur la figure. Son centse @éplace st
la droite horizontale z = r du plan vertical Ozxréterentiel R=0Oxyz. On
appelle R' le référentiel Cxyz, en translation qaguport a R, d'origine C,
et on noted I'angle que fait un rayon CA du disque avec Cetant un
point de la péripherie.

1. Exprimer, dans la base de R, la vitesse et I'accélération de A par rapport
aR'.

2. Quelle vitesse, par rapport a R, doit on donner a C pour que la vitesse
Vg r(vitesse de B dans R) du point le plus bas B du disque soit nulle ?

3. Trouver les équations x =x(0) et z=z(8) du point A, sachant que pour
0 =0, x=0 et z =2r.

corrigé

on étudie le point A :

les vecteurs sont écrits bieu et engras.

relation entre les vecteurs vitesses :
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OA=0C+CA
dOA /dt = dOC /dt + dCA /dt

vecteur vitesse de A dans R = vecteur vitesse danS R + vecteur
vitesse de A dans R’

Var =Vcr+ Var

dans le référentiel R disque roule sans glisséd = wtavecw=0"'=
cte.

on note X |'abscisse et Z I'ordonnée de A
X=rsint) et Z=rcoqwt) (at=0X=0et Z=7r)

vitesse de A dans Rtériver X et Z par rapport au temps

X'=rwcos(wt)netZ'=-rwsin(wt)t.
dans le référentiel R on note x l'abscisse etrddionée de A

translation suivant g= r ; on suppose la vitesse de translation corestant
notée v suivant I'horizontale:x v t

vitesse de C dans Riériver x et z¢ par rapport au temps

Xc=vietzZc=0].

d'ou la vitesse de A dans:R

X'a=(rwcos(wt) +Vv)i ; Za=-rwsin0j.

accélération dans Rdériver a nouveau par rapport au temps

X"=-rw?2sin(wt)ietz"=-rw?2cos(wt)]j .
le vecteur accélération est centripete, dirigé @ers
au point le plus bas: 0=T1t
X(wt=m)=-rw+vetz'(=m=0

la vitesse en B est nulle si v wor
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Dans un plan Oxy un cercle de diametre OA tourlzevitesse angulaire
constantav autour du point O. On associe au centre du didgug axes
rectangulaires CX et CY. A t=0 le point A est &x et un point M
initialement en A parcourt la circonférence dansdes contraire au sens
trigonométrique avec la vitesse angulaire

1. Exprimer les composantes des vecteurs vitesse et accélération de M
dans le repere Oxy.

2. Exprimer les composantes des vecteurs vitesse et accélération de M
dans le repere CXY.

3. Déterminer les expressions de la vitesse d'entrainement et
I'accélération complémentaire.

YJL

corrigé

dans le repére Oxy :

0 =wt; I'abscise de M est notée X, I'ordonnée est not
OM =0C + CM.
repere Oxy OC [xc =R cos @t) ; yc =R sin (wt) ] etCM (R ;0)
OM [x =R(1+cos @t) ; y =R sin {(ot) ]
vitesse de M dériver x et y par rapport au temps.
Vmr oxy [FRw SN t) ; Rwcos (t) ]

accélération de Mdériver le vecteur vitesse par rapport au temps.

Ywmr oxy [-RG? cos (ot) ; -Ru? sin @t) ]
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dans le repére C XY :

0 =-wt; l'abscise de M est notée X, l'ordonnée est Not
CM [ X =Rcos (ot) ; Y=-R sin (ot) ]
vitesse de M dériver X et Y par rapport au temps.
Vmiexy [FRwsIn @t) ; -Rwcos wt) ]

accélération de Mdeériver le vecteur vitesse par rapport au temps.

Ywmr c xy [-R(JL)2 COSs (.Ot) : Ro? sin ((x)t) ]

vitesse d'entrainement

vitesse absolue par  vitesse relative par rapporta C vitesse
rapport a O xy ( R) XY ( référentiel R') d'entrainement Ve
VM/R =VM/R' (.GR'/R"OM

calcul de : WrR"N OM

] (14+cos(ot) |[Emsin (at)
0 o Esinl ot = [Ea {1+ cos(ot))
VR 0

accélération d'entrainement :

la rotation étant uniformecal/dt =0
l'accélération d'entrainement egt = —w?2 OM.
Ve [ @2R(1 +cos@t) ; -w 2R sint) ; O]

accélération complémentaire : Y. =2 W " Vy/p =2 W (V= - Ve )

0 oR a?
0 Al-Ea =0
2 0 0

HUGUES SILA EXERCICES CORRIGES DE MECANIQUE|




417 http://sila.e-monsite.com

HUGUES SILA EXERCICES CORRIGES DE MECANIQUE|




418 http://sila.e-monsite.com

HUGUES SILA EXERCICES CORRIGES DE MECANIQUE|




